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Kapitel 1
Grundlegende Definitionen

z;: Buchstaben, z.B.: X = {a,b,c}

Eine Folge i, s, ... %4,k > 1 von Buchstaben aus X heiit nichtleeres Wort iiber X.
Sei w = x;, ...x;, ein Wort, dann:

— k ist die Lange von w: |w| =k

- w? = ;... 2; ist das Spiegelbild von w (reverse)
XT: Menge aller nichtleeren Worter iiber X.

Seien w = x;; ... x5, und v = Y4, ...y; aus xt.
Hintereinanderschreiben von w und v: wov = @i, ... %5 Yi, -..Yi; € XT. (Produkt von w und v, o ist assoziativ
1 k 1 1 )

(XT,0): Halbgruppe (freie Halbgruppe ber X)
Hinzufiigen einen Einselementes e zu X: X* = X T U {e}
— Erweiterung von o auf X*: Vw € X" : woe=eow =w.

(X™,0): Monoid (freies Monoid ber X = HG mit 1-Element)

e: leeres Wort

Festlegung: |e| =0
ef=e

Es gilt: {w o v| = |w| + |v]
Es sei: X1 := (X+,o); X* = (X*,0); wv:=wouw

Definition 1.1 (Sprache)
Sei X ein Alphabet. Eine Teilmenge L C X™* heifit Sprache iiber X.

Beispiel 1.2 X = {a,b,¢}
L = {a"™b"|n > 0} ist Sprache iiber X. (a® =b° =¢)

Definition 1.3 (Produktionssystem)
Ein Produktionssystem ist ein Paar (A,P). Hierbei ist A ein Alphabet und P eine endliche Menge geordneter Wortpaare iiber A.

Schreibweise: (a, 3) € P wird a — 8 geschrieben.

Benutzung des Produktionssystems:

— Seien u,v € A*. Dann u = v g.d.w. Elul,u’,vl € A* mit u = uiu us und v = uyviu und v — vy € P.
—Seik>0.u LN g.d.w. Jug, u1,...,ur € A* und u = uo, v = u und u;—1 = u; fiir ¢ € [1: k].

Sprechweise: v 188t sich in k Schritten aus w ableiten.
Uo, U1, - - . ,up heilt Ableitung von v aus u.
Schreibweise: uo = u1 = ... = ug.

v = vgdw 3k>0mitu =5 0.
v == v g.dw. 3k >0 mitu =£5 .

Definition 1.4 (Grammatik)
Eine Grammatik ist ein 4-Tupel G = (V, X, S, P) mit:

1. V ist Alphabet (Variablenmenge, Nicht-Terminale)
2. X ist Alphabet (Konstantenmenge, Terminale)
33VNX=90

4. SeV (Startsymbol oder Startvariable)

5. P ist endliche Menge von Paaren (u,v) mit w € (VUX)*V(VUX)* und v € (VU X)*
(Produktionen von G)

Es gilt: G legt ein Produktionssystem (A, P) mit A =V U X fest. =, == , =, =5 s.o.

a € (VUX)* heit Satzform, wenn gilt: S = a.

w € X* heiBt Satz, wenn gilt: S == w.
Dann: L(G) = {w|w € X* und § == w}



Beispiel 1.5

X ={a,b,c}, L = {a"b|n > 0} ist Sprache iiber X. a S
Esist L = L(G) mit G = ({S}, X, S,P)und P = {S = b, S — aS}. / \
Ableitung: S = aS = a?S = a’b. a

Beispiel 1.6

X ={a,b,c}, L ={a"b"|n > 0}

Esist L = L(G) mit G = ({S}, X, S,P) und P ={S — ¢, S — aSb}
Beispiel 1.7

X ={a,b,c}, L= {a"b"c"|n > 0}.

Esist L = L(G) mit G = (V,X,S,P), V ={S,A,B} und P = {S — ¢,S — abec, S — aAbc, Ab — bA, Ac - Bbcc,bB — Bb,aB —
aaA,aB — aa}

S = aAbc = abAc = abBbec = aBb’c® = aaAb’c® == a’b>Ac’ = a’b’Bbc® == a’Bb3c® = a®b3c

Beispiel 1.8

X ={a,b, ¢}, L = {ww?|w € {a,b}*}.

Esist L = L(G) mit G = ({S},X,S,P) und P ={S —¢,S — aSa,S — bSb}.

Beispiel 1.9

X ={a,b,¢}, L = {ww|w € {a,b}"}.

Esist L = L(G) mit G = (V,X,S,P), V = (S, A, B,C,D) und

P={S—-CD,C - aCA,C - bCB,AD — aD,BD — bD, Aa — aA,Ab — bA, Ba — aB,Bb — bB,C — ¢,D — ¢}

Bsp. fiir eine Ableitung: S = CD = aCAD = abCBAD = abBAD = abBaD = abaBD = ababD = abab.

o=



Kapitel 2

Rechtslineare Sprachen und endliche
Automaten

Definition 2.1 (rechtslinear)

Eine Grammatik G = (V, X, S, P) heifit rechtslinear, wenn jede Produktion von der Art A — aB oder A — b mit A, B € V,a €
X,b e X U{e} ist.

Eine Sprache L C X* heifit rechtslinear, wenn es eine rechtslineare Grammatik G = (V, X, S, P) mit L = L(G) gibt.

ab,c
L = {a™b|n > 0} ist rechtslinear. / @

Gesucht: Vorrichtung, in die Worter iiber X = {a,b, c} e T ab.c

eingegeben werden kénnen und die zwischen den Wortern

aus L und denjenigen aus X*\L unterscheidet. v\ \ ‘

Definition 2.2 (DFA)
Ein deterministischer, endlicher Automat ist ein 5-Tupel A = (Z, X, 4, 20, F). Hierbei ist:

1. Z eine endliche Menge (Zustandsmenge von A)
2. X ein Alphabet (Eingabealphabet)
3.0:ZxX—>Z (Uberfiihrungsfunktion)
4. 20 € Z (Anfangszustand)

5. FCZ (Menge der Endzusténde)

Bemerkung 2.3 Angabe von A durch ein Zustandsiiberfiihrungsdiagramm:

= O @

Anfangszustand fur o(zx)=7 Endzustand

Allgemein soll folgende Situation vorliegen:
e Auf einen Eingabeband stehen die Buchstaben eines Eingabewortes w = a1az...an,a; € X,i € [1 : n],n > 0.
e Ein Lesekopf soll die Buchstaben des Bandes von links nach rechts lesen kénnen.
e Erweiterung von § : Z x X = Z zu é : Z x X* — Z folgendermafien:
1. V2€Z:6(z,e) =2
2. Vz€ ZVu € X* Ve € X :6(z,uzx) = §(

|
—~
R

S
~—
~—

Es gilt: Vz € Z,Vx € X :S(z,_x) =6(d(2,€),2) =
Vz € Z,Yu,v € X* : §(z,uv) = 6(8(z,u), )

Definition 2.4 (Sprache eines DFA)
= (Z,X, 4,20, F) sei ein deterministischer, endlicher Automat. Die von A akzeptierte Sprache ist die Wortmenge L(A) = {w|w €
X* und é(z0,w) € F}.

Bemerkung 2.5 ec L(A) <= % € F.



Definition 2.6 (NFA)
Ein nichtdeterministischer, endlicher Automat ist ein 5-Tupel B = (Z, X, 3, 20, F). Hierbei sind Z,X,z9,F wie in 2.2 und
B:Z x X = P(Z) ist Uberfithrungsfunktion von B.

Interpretation: Ist 3(z,x) = {z1,...,2r}, dann: Ausgehend von dem Zustand z und dem Einlesen von x kann einer der Zustinde
zi,1 € [1 : k] angenommen werden (k >0).

Erweiterung von 8 : Z x X — P(Z) zu einer Funktion B:P(Z) x X* — P(Z) durch:

1.Vz € Z: B({z},e) = {z}

2.Vz€ Zu€ X ,ve X:p({z},uz) = U B(Z', x)
2/ €B({z},u)
3. VY €P(Z),u € X*: B(¥,u) = U B({zhw)
zZ€Y

Es gilt: Vz € Z,Vr € X : B({z},:c_) =p(z,x)

VY € P(Z),Vu,v € X* : B(Y,wv) = B(B(Y, u),v)
Interpretation: 8(Y,v) ist die Menge aller Zusténde, die man erreichen kann, wenn man in einem Zustand aus Y startet und v einliest.
Definition 2.7 (Sprache eines NFA)

B = (V, X, 3, 20, F) sei ein nichtdeterministischer, endlicher Automat. Die von B akzeptierte Sprache ist die Wortmenge L(B) =
{w|lw € X* und B({z20},w) N F # 0}.

Bemerkung 2.8 ¢ € L(B) <= 2 € F.
Beispiel 2.9

B = (Z,X,ﬂ,Z(),F) mit X = {03 1}7
Z ={z|i € [0:4]}, F ={22,24} und

0,1

01
B(#0,0) = {Zoyzs} B(z0,1) = {20, 21} A
B(21,0) = B(z1,1) = {22} 3’ @
,3(22,0) = {22} ﬂ('z23 1) = {ZQ}
B(zs,0) = {za} Blzs,1) =
ﬁ(Z4,0) = {Z4} ﬂ(24, 1)

0
= {z4} @ 01

L(B) = {w|w € {0,1}" und w enthilt als Teilwort 00 oder 11}.

Vereinbarung: endlicher Automat = endlicher Akteptor
DFA = deterministischer, endlicher Automat (deterministic finite automaton)
NFA = nichtdeterministischer, endlicher Automat (non-deterministic finite automaton)

Satz 2.10 (L(NFA) C L(DFA))
L C X* werde von einem NFA B = (Z, X, 3, 20, F) erkannt. Dann kann man einen DFA A = (Z’, X, 4, ), F') konstruieren fiir den
L= L(A) gilt.

Bew.: Setze Z' =P(Z), z0 = {20}, F' = {Y|Y € P(Z) und Y N F # 0}.
VY € P(Z),z € X : §(Y,z) = B(Y,x)
Es gilt folgendes: Yu € X* : §(z,u) = B({z0},u)
Induktion iiber n = |ul.
n=0:u=ecund §(zh,e) =2z = {20} = B{z0},e)
nosn+l:u=uzu|=nzeX
52ty w) = 8(sh,u'z) = 6(8(26, '), 2) = 6(B({z0}, w'), 2) = BB({z0}, ), ) = B{zo}, ') = B{z0},w)
Damit folgt: w € L(A) <= §(25,w) € F' <= B({z0},w) € F' <= ({20}, w) N F # 0 <= w € L(B) O
Satz 2.11 (L(NFA) = L(DFA))

Eine Sprache L C X* wird genau dann von einem NFA akzeptiert, wenn sie von einem DFA akzeptiert wird.

Satz 2.12 (Rechtslineare Sprachen werden von NFAs erkannt)
Es gelte L = L(G) fiir eine rechtlineare Grammatik G = (V, X, S, P). Dann kann man einen NFA B = (Z, X, 3, z0, F') mit L(B) = L(G)
konstruieren.

Bew.: Setze Z =V U {A}, A sei Hilfselement, das nicht in V' vorkommt.
zZ0 = S
By —+e,By —e,...,B; — e seien die e-Produktionen von G.
F={Bi,B,,..., By, A}
Setze ( folgendermafien:
VB,C € Vund Va € X: A€ 3(B,a) falls B—a € P
C € 3(B,a) falls B—+aC € P
Va € X : B(A,a) =10

a) L(G) C L(B), dazu:
Sei e € L(G), dann ist S — e € P, also ist S € F, also ist e € L(B).

Sei w =aiaz...a, € L(G),n > 1. Dann:



1 S 2) S

>
;
OO0
QD

Q
=]
™

In 1) gilt: A,_1 ist aus B(({S},a1...an—1) und A € B(An_1,an).

In 2) gilt: A, ist bereits aus 8({S},a1...an)

also ist w € L(B).

b) L(B) C L(G) entsprechend. O

Lemma 2.13

Ist G = (V, X, S, P) eine rechtslineare Grammatik, fiir die e ¢ L(G) gilt, dann gibt es eine rechtslineare Grammatik G’ = (V', X, S', P’)
mit L(G') = L(G) U {e}.

Bew.: S’ sei ein neues Zeichen, S’ ¢ V U X.

V' =vui{s}

P =PU{S —we}U{S = a|S—ac P} O
Satz 2.14 (Sprachen von DFAs sind rechtslinear)

Es gelte L = L(A) fiir einen DFA A = (Z, X, §, z0, F'). Dann kann man eine rechtslineare Grammatik G = (V, X, S, P) mit L(G) = L(A)
konstruieren.

Bew.: Setze G mit V = Z und S = zp und
B — aC € P, falls §(B,a) =
B —a€ P, falls 6(B,a) € F
Es gilt L(G) = L(A) \ {e}.
Ist e ¢ L(A), dann ist L(G)=L(A)
Ist e € L(A), dann ist L(G) = L(A) U {e} = L(G’) fiir eine geeignete rechtslineare Grammatik G'. 0

Beispiel 2.15
G ={{S,B},{0,1},S,P} mit P={S —- 0B,B - 0B,B — 15, B — 0}
Konstruktion eines NFA’s B: 0 /\/0

= ({S, B, A},{0,1},, 5, {4}) TN
B: B(S,0)=1{B}  A(S1)= — 0

BB,0) = 5, 4} A(5,1) = {S}

B(4,0) B(A1) =



Igonstruktion eines DFA’s A: ~
A=(2,{0,1},4,{S}, F) aus B mit L(A) = L(B).

Z ={0,{S},{4},{B},{4,5},{4, B}, {B, 5},{4, B, S}}.

F={{4},{4,5},{4, B}, {4, B, §}}.

6({5},0) = {B} 5({S},1) =0 5(0,0) =10
6({B},0)={A,B} o({B}L,1)={S} 4(0,1)=0
6({4, B},0) = {4, B} ({4, B},1) = {S}



Kapitel 3

Rechtslineare Sprachen und regulire
Mengen

Sei X ein Alphabet. Betrachte folgende Operationen auf P(X™):
Seien L, L1, Ly € P(X*), dann:

1. Ly U Ly = {w|w € L1 oder w € Ly}(Summe von L; und L3)
2. Ly - Ly ={uv|u € Ly und v € Ly} (Produkt von L; und L)
o0

3.L"=J L* (Iteration von L)
k=0
hierbei ist L° := {e} und L* := LF~'. L

Bemerkung 3.1 ¢* = |J 0* = {e}.
k=0
Sei X ={x1,...,2n}, dann ist X* = {z1,... ,z,}".
0,{z1},... ,{zx} heiflen die elementaren Sprachen iiber X.

Definition 3.2 (regulir)
Eine Sprache/Menge L € P(X™) heifit regulir, wenn sie, ausgehend von den elementaren Sprachen durch endlichmalige Anwendung
der Operationen U, -,* erhalten werden kann.

Satz 3.3 (L(DFA) ist regulir)
Gilt L = L(A) fiir einen DFA A = (Z, X, 4, 20, F'), dann ist L eine regulire Menge (Sprache).

Bew.: Wegen L(A) = |J {u[6(20,u) = 2} kann F einelementig angenommen werden.
Setze weiter o.Bz.edl.PA. Z={1,2,...,m} und 2 = 1.
Sprechweise: Seien 4, j € Z und sei u = uy, uy, ... uy, € X* mit §(i,u) = j.
Dann heiflen §(i, i, . . . @ o) mit B € [1: a— 1] die bei der Uberfiithrung von ¢ nach j durchlaufenen Zwischenzustinde.
Fiir 4,5 € [1 : m] und k € [0 : m] setze man Lg.“) = {u|d(%,v) = j und alle durchlaufenen Zwischenzusténde sind aus [1 : k]}.
Speziell: £ =0: u € LE;-]) . Es werden keine Zwischenzustinde durchlaufen, also v = e und ¢ = j oder u =z € X.
Es geniigt z.Z.: Lg’l") ist reguléir fiir I € [1 : m].
Es wird gezeigt: Vi,j € [0 : m]VEk € [0 : m] ist LE;-C) regulér.

Dazu: (Induktion iiber k):
k=0: Jedes a € LZ(-;-)) ist elementare Sprache oder e, also ist Lg-)) reguldr.
k>0:EsgelteVi,j€[l: mlundl €[0: k — 1], daB Lg-c) reguldr ist.
Wegen ngl-c) = LS:_I) U Lgf_l)(Lgc’Z_l))*Lg;_l) ist LE;-C) regular. 0

Beispiel 3.4
Sei A = (Z,X,96, 20, F) folgendermafien:

Um Lg? zu berechnen, benétigen wir folgende Identitdten:
VL,L{,Ly, L3 C X* gilt:
X
Q (1)L {e}={e} L=1
y

y
—

(2) L1 - (L2 UL3) = L1 - Ly U Ly - L3

(LyULs)-Li = Ly-Ly UL - Ly

,\/ l\/ 3) L* ={e}UL-L*={e}UL"-L
X X

. 3 2 2 D\ * p(2 2 2)y« | 7(2 2 2)\ *
Es gilt: L§3) = Lgs) U Lﬁs) ) (LL(33)) 'Lz(zs) = Lgs) ) ({e} u (Lz(’,s)) ‘L:(as)) = Lgs) ; (Lz(’,s))
Es miissen Lg? und Lg? bestimmt werden:



Bestimmung von Lg? = Lg? U L%) .

1)\ * 1
1) g

Esist LY = LY U LY - (LQ) LY = ({3 u LY - (Lﬁ‘i))’?o) LY = (L(O)) LY =a" -y

1 0 0 0 o
Lg; = Lgl) : (Lgl)) Lg; UL( ) =

Also ist Lg? =z"-y.

0 0 0 0 %
(Lgl) (Lgl)) U {5}) "Ly, = (Lgl)) L§2) =z"-0=0

Bestimmung von Lg? = LSS) U LSQ) . (Lé?)* . L%), dazu:

L) =L ULy (L) LY = {e} Uya™y

Ly =L ULy (LY) L) =zuyzd ==z

Ly = L VLYY - (L))" - LY = {e,a} Uya"0 = {e, 2}

L =L ULy (L9)" LY =0uya'y = yay

= Lg? =eUyz*yUz-{e,z}'yr*y =eUyzr*yUzz'yz'y=eU (e U ww*)ym*y =eUz*yz"y
= L%) . (Lé?)* = x*y(e Uz*yx*y)” = x*y(x*ym*y)*

Satz 3.5 (L regulir = L = L(DFA)) v xex
Ist L C X* regulir, dann gibt es einen DFA A = (Z, X, 4, zo, F) mit L = L(A). =~

Lemma 3.6

Jede elementare Sprache iiber X wird von einem DFA erkannt.

VX#XJ VXEX

Bew.: Fiir L = () wihle einen DFA, der keine Endzustinde besitzt.
3 é
Ist L = {z;}, dann wihle angegebenen DFA:

Lemma 3.7

Kénnen Ly C X* und L, C X* von DFA’s erkannt werden, so auch L; U L.

Zy
2.
%
'1 ~—
% F 4

1

Lemma 3.8

Bew.: L werde von A; = (Z1,X,61, 25, Fi) und Ly werde von Ay = (Z», X, 62, 22, F») akzeptiert.
Setze As = (Zl X Za, X, b3, (Zé,zg),Fs) mit d3 ((Zl,ZQ),.’IZ) = ((51(2:1,23),(52(2:2,3))) und F3 = (Fi X
Zz) @] (Z1 X Fz).

w € LiULy = u € L1 Vu € Ly, also 8 (25, u) € F1Vda(22,u) € Fy, also ist (E(zé,u),g(zg,u)) € F3,
also g((zé,zg),u) € F3, also u € L(As).

Aus u € L(A3) folgt w € Ly U Ly(entsprechend) O

Kénnen Ly € X* und L, C X* von DFA’s erkannt werden, dann auch L; - Lo

Bew.: Ly = L(A1), L, = L(A>), analog wie oben.

OBdA. ZiNZy=10

Setze A = (Z,X,6,20,F) mit F =P(Z,U Z>) und 20 = {23}
0 werde folgendermafien festgelegt:

VzeZ, VexeX: 6{z},z) =
Vz € Zy, VreX: d({z},x)

YWeZ VeelX:

d1(z,x) falls ze€ Zi\ Fi
{61(2z,2),62(23,2)} falls z€Fy
= {02(z,2)}
sY,x) = U dz2)
z€EY

F werde folgendermaflen festgelegt:
a)eg Ly:Dannist F={Y|[Y € Z und Y NF #£0}
b) e € Ly: Dannist F={Y|Y € Z und Y N(FLUF,) #0}

Es ist L(A) = L1 - Ly zu beweisen:

Es liege a) vor. Sei w € L1 - Ly, also w =u-v mit w € L1, v € Ly, v #e.

Es ist dann also 81 ({25}, ) € Fi und §2({23},v) € F>. Damit gilt:
({25}, u) enthilt ein Element aus Fi und dann (wegen v # e)
3(0({23},u),v) = 6({20}, uv) enthilt eine Element aus Fb.

b) mit a) trivial

Sei umgekehrt w € L(A). uius ... us seien genau die Prifixe von w mit
01({26},us) € F1,i € [1: k).
Da. §(20, w) eine Element aus F» enthilt,
gilt k> 1 und 3i € [1: k] mit w = u; - v; und d2(2¢, v;) € Fo.

Daher ist L(A) C L1 - L».

= LF={ejuLuL*uLiuU

k=0

Lemma 3.9

Kann L C X™ von einem DFA erkannt werden, dann auch L*.



Bew.: L werde von A™ = (Z*,X,0", z0, F*) erkannt.

Setze A’ = (Z',X,8',co, F') mit Z' = {co} UP(Z) und o € Z*.

co ist ein neuer (Start—) Zustand.
4§’ werde folgendermafien definiert:

. 4 — {0(z,2)}
Vee€ZNVzeX: &§({z},z) = { (6(2,2),3(20, 2)}
Vee X: §{eco},z) = & {2},
VY € P(Z),Vz € X : §v,z) = U d({z},2)

F' ={co}U{Y|Y €P(Z2) mit YNF #0}

Satz 3.10
Fiir eine Sprache L C X* sind folgende Aussagen gleichwertig:
(a) L ist eine rechtslineare Sprache.
(b) L ist eine reguldre Menge.
(¢) L wird von einem DFA erkannt.
(d) L wird von einem NFA erkannt.

falls
falls

z€Z\F
z2€Z



Kapitel 4

Das Iterationslemma fiir regulire Sprachen

Satz 4.1 (Iterationslemma)

L sei eine regulire Sprache iiber dem Alphabet X. Es gibt ein k& > 0, so daf§ gilt:

Jedes w € L mit |w| > k 148t sich so als w =z - y - z mit y # e, |z - y| < k schreiben, daf fiir alle ¢ > 0 gilt:

- yi -z € L.

Bew.: A= (Z,X,4,z20,F) sei ein DFA mit L = L(A) und |Z| = k.

Seiw=ai...am € L mit |w| > k.

Betrachte die Zustinde §({z0},a1...a;),i € [0: k]. (Das sind k + 1 Zustinde!)

Es existiert ein 0 < p < r < k mit §({zo},a1...ap) = ({20}, a1...an).

Setze £t =a1...0p;Yy =Qpt1-.-0r(F €); 2 =Qrs1.-.0m. O

Beispiel 4.2

L = {a" - b"|n > 0} ist keine regulidre Sprache.

Bew.: Ann.: L ist regulér.

Wiihle k wie im Iterationslemma und betrachte das Wort a* - b* € L.

Schreibe a* -b* =z -y - z mit |z - y| < k. Wegen |z -y| < k,y # e und z - y? - z € L ergibt sich ein Widerspruch, da z - y* - z mehr a’s
als b’s enthilt. O

Beispiel 4.3 x = {0}. L= {0“2 |n > 1} ist keine reguléire Sprache.

Bew.: Ann.: L ist regulir.

Wiihle k wie im Iterationslemma. Setze L 3 0% =z - y-zmit 1 <|y| <k.

Esgilt 2 -y*-2€ L Vi>0. Wihle i = 2. Dann ist - y*- 2z € L.

Esist b=z -y-z| <|z-y* 2| <K +k<(k+1)2 O

Beispiel 4.4 x = {0,1}. L = {w|w € 1- X* und w ist Dualdarstellung einer Primzahl} ist keine regulire Sprache.
Bew.: Um dies zu zeigen, benétigt man folgendes:

1) Es gibt unendlich viele Primzahlen

2) Fiir jede Primzahl p > 2 gilt: 2°~' = 1 (mod p). (Spezialfall des kleinen Fermatschen Satzes)
Ann.: L ist reguldar. Wahle k wie im Iterationslemma.

Sei w die Dualdarstellung einer Primzahl p mit p > 2%,

Es ist |w| > k. Schreibe w = z - y - z wie im Iterationslemma.

Dann miissen auch z - yi - 2,1 > 0 Dualdarstellungen einer Primzahl sein.

Seien z,y, z die Dualdarstellungen von ng,ny,n,.

Falls x = e bzw. z = e, dann setze n, = 0 bzw. n, = 0.

Wihle ¢ = p: z - y? - z mufl Dualdarstellung einer Primzahl q sein.

Es ist p < q. Es gilt: ¢ = n 21272191 4 202l (1 42l | 4 2= DIvly 4,

s
Es gilt 2°~! =1 (mod p), also auch 2??~VI¥l = 1 (mod p), also 2PI¥/ = 2!¥! (mod p)
Dann gilt: (21Y —1)S = (2% — 1)(1 4 2 4 22¥1 4 | 4 2e=Dlvly =

9lul 1 92lyl 1 4 9Dyl 4 9plyl

1 —9lvl _92yl _  _ o=yl —9orlyl _q
Wegen 271l = 2%/ (mod p) gilt also: (2'“ - 1)5’ =2v°1vl —1 = 2% —1 (mod p), also p|(2”’| - 1).5' — (2'-"‘ - 1) = (2""“ — 1) (S-1)
—_————
<2k

Wegen 1 < |y| < k gilt: 2 < 2%l < 2% < p und damit gilt: p f2/¥! —1.
Also mu$ p|(S — 1) gelten, also S =1 (mod p).
Esist g =mn, - 27120 4, 25l G4, =p, 212l 2P~ oplvl oy 9l G g =, 2l gy olEl n; (mod p)

[\

-1 -1 ~~
= = P

Also ¢ = p (mod p), also plq,p < q. Widerspruch! O
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Kapitel 5

Abschlufleigenschaften regulirer Sprachen

Satz 5.1
Seien L, L1, L, C X regulidre Sprachen. Dann sind auch L; U Lg, L; - Lo, L™ reguldre Sprachen.

Satz 5.2 (T ist regulir)
Ist L C X* eine reguldre Sprache, dann ist auch X* \ L eine regulire Sprache.
Bew.: Sei L = L(A) fiir einen DFA A = (Z, X, §, z0, F).

L = X"\ L wird dann von A = (Z, X, 8, 20, Z \ F) erkannt. O
Satz 5.3

Sind L1, L reguldre Sprachen, dann ist auch L; N L2 eine regulédre Sprache.

Bew.: Esist Ly N Ly = L1 U Lo. O

Definition 5.4 (Substitution)
Seien X,Y Alphabete. Eine Substitution ist eine Abbildung f: X — P(Y™).
f heifit reguléire Substitution, wenn Vz € X gilt: f(z) ist reguldr.

Erweiterung von f auf X™:

(1) f(e) = {e}
(2 fw-z)=f(w) - f(z) weX,xeX

Erweiterung von f auf Sprachen L C X™:
fL)y= U f(w)
wEL
z.B.: X ={0,1}, Y ={a,b}, f(0) ={a}, f(1) = {b}" (f ist reguldre Substitution)
Es ist f(010) =a-b" - a.
Ist L=0"-(0U1l)-1", dannist f(L) =a"- (aUD")- (b")" =(a"-aUa™-b")-b"=a"-a-b"Ua"-b"-b" =a” - b" regulir.

Satz 5.5

Seien X,Y Alphabete und f : X — P(Y™) eine regulire Substitution. Ist L C X™ reguldr, dann ist auch f(L) C Y™ regulir.

Bew.: (Induktion iiber den Aufbau regulirer Mengen aus X™).

e f(#) =0 und f(z),r € X sind regulir.

e Li,Ly C X* sodal f(Li1), f(L2) regulér sind. Dann sind auch:

= f(L1U L2) = f(L1) U f(L2) und

= f(L1- L2) = f(L1) - f(L2)regular.

e Ist L C X* so, dafl f(L) regulir ist, dann ist auch

FEy=7(U ) = U 7(L) = U (fW0)" = (/L))" regular.

Sei h : X* — Y* Homomorphismus (festgelegt durch die Werte auf den Buchstaben von X). Dieser legt eine regulidre Substitution
A X = P(Y*) mit h'(z) = {h(z)} Vz € X fest. O

Korollar 5.6

Ist h: X* — Y ein Homomorphismus' und L C X* eine reguliire Sprache, dann ist auch h(L) regulr.

Satz 5.7
Sei h: X* — Y™ ein Homomorphismus und sein L C Y* regulidr. Dann ist
h™'(L) := {w|w € X* und h(w) € L} regulir.
Bew.: Es wird ein DFA A’ = (Z, X, §', 20, F) konstruiert, der
h™'(L) akzeptiert.
Wenn A’ ein ¢ € X einliest, wird die Arbeitsweise von A bei
Eingabe von h(z) simuliert, d.h.:

Vz€ ZNVr € X :8(z,z)= 3({2}, h(m))
Es gilt (Induktion iiber |w|):

Vz € Z,Yw € X* : §'(2,w) = ({2}, h(w)), also:

w€h (L) & h(w) € L & §({z}, h(w)) € F

= ({20}, w) € F <= w € L(4")

'm.E. eine regulire Substitution
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Kapitel 6

Kontextfreie Grammatiken und Sprachen

Definition 6.1 (kontextfrei, linear kontextfrei)

Eine Grammatik G = (V, X, S, P) heifit kontextfrei, wenn alle Produktionen von der Form A - a, A € V,a € (V U X)* sind.
Kommt in « jeweils hchstens eine Variable vor, dann heifit G linear kontextfrei.

Eine Sprache L C X* heifit (linear—) kontextfrei, wenn es eine (linear—) kontextfreie Grammatik G = (V, X, S, P) mit L = L(G)
gibt.

Die Sprache L = {a™ - b"|n > 0} ist linear kontextfrei, aber nicht regulir.

Satz 6.2

Jede regulare Sprache ist linear kontextfrei. Es gibt linear—kontextfreie Sprachen, die nicht regulir sind.

Beispiel 6.3
G=WV,X,S P)mit V={S A B}, X ={a,b} und
P={S—>bA,S—>aB,A—a,A—aS,A—bAAB—b,B—bS,B— aBB}

Beh.: Yw € X*:
(a) S = w g.d.w. w besitzt die gleiche Anzahl von a’s und b’s.
(b) A = w g.d.w. w besitzt ein a mehr als b’s.
(c) B == w g.d.w. w besitzt ein b mehr als a’s.

Bew.: (durch Induktion iiber |w|):

|w| =1:— aus S kann kein Wort der Linge 1 abgeleitet werden.
— aus A kann nur a als Wort der Lénge 1 abgeleitet werden.
— aus B kann nur b als Wort der Lénge 1 abgeleitet werden.

Die Behauptung gelte fiir alle w € {a,b}" mit |w| <k —1
Sei w € {a,b}T mit |w| = k.
a) — Es gelte S == w. Die Ableitung beginne mit § = aB. Dann gilt:
B = w; mitw=a w; und |w1| =k —1.
Die Ableitung beginne mit S =>b- A... (entsprechend)
— Es gelte umgekehrt: w besitze die gleiche Anzahl von a’s und b’s.
Dann ist w = a - w1 und w; besitzt ein b mehr als a’s. Also konnen wir:
S=>aB=a-w =w
oder w="b-w; ... (entsprechend)
b) — Es gelte A == w.
Die Ableitung beginne mit A = a- S (klar)
Die Ableitung beginne mit A =>b-A- A (auch klar)
— Es gelte umgekehrt: w besitze ein a mehr als d’s. Dann:
w=a-w und § = wy, also A= aS = a-w1 =w.
w=1>b-w;. w; hat dann zwei a’s mehr als b’s. Also w1 = w} - w} und w}, w!
besitzen jeweils ein a mehr als b’s. Dann sind w}, w! aus A herleitbar.
A=>b- A A=sb-w-A=b-vwi-w =w
c) analog

Beispiel 6.4 ) )
Betrachte die Sprache L = {w - w|w € {a,b}*}. L sei das Komplement von L."

L wird von der kontextfreien Grammatik G = (V, X, S, P) mit V = {S, A, S,,S},X = {a,b} und den Produktionen P = P, U P,
erzeugt mit:

P={S—albS > A-A-alA-A-b,A—> A-A-A A a|p}>
Ein Wort gerader Linge (# e), das sich nicht in der Form w - w,w € {a,b}" schreiben 148t, 148t sich folgendermafien zerlegen:

L Alle Worter in L haben eine gerade Lénge
2Mit P; kann man genau die Worter ungerader Linge iiber {a,b} ableiten.
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< k—=| x m k—=|y m

< k=] m xy {ab}, x2y

Setze P, = {S — S;-S;, mit =z,y€ {a,b} undz #vy,
S.— x-S,y mit =z,v,2€ {a,b},
S:— 2z mit z€{a,b}}
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Kapitel 7

Transformation kontextfreier Grammatiken

Zwei Grammatiken G und G’ heifilen &quivalent, wenn L(G) = L(G’) gilt.

Definition 7.1 (e Bedingung)

Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, S, P) erfiillt die e-Bedingung, wenn fiir alle Produktionen A — « € P gilt:
(1) Ista =e, dann ist A= S.

(2) Ist S — e € P, dann kommt S in keiner rechten Seite einer Produktion vor.

Satz 7.2 (Entfernen von e-Produktionen)
G = (V, X, S, P) sei eine kontextfreie Grammatik. Es gibt eine zu G 4quivalente kontextfreie Grammatik G' = (V’, X, S’, P'), die die
e—Bedingung erfiillt.

Bew.: Setze V = {A|JA€V und A _—2:;> e}.

P’ werde folgendermafien festgelegt:

(a) Sei A — agBiaiBsas...Bray, € P mit B; € V fiir i € [1: k],k > 0 und in keinem «;, j € [0 : k] trete ein Buchstabe aus V auf.
Dann sind in P’ alle Produktionen A — aoX1a1Xaas ... Xpag mit X; € {B;,e},i € [1: k], fir die apX1a1 Xoas ... Xpap # e ist.

(b) Falls S € V. Dann enthilt P’ die Produktionen S’ — e und S’ — S, wobei S’ eine neue Variable ist.

Im Fall (b) setze V' = VU {S'}, sonst V' =V, 8" = S.

G' = (V',X,S', P') erfiillt die e-Bedingung. Es bleibt noch L(G) = L(G'") zu zeigen:
Dazu wird zunéchst bewiesen:
VAEV VYaec(VUX): A ? a gdw. A =G> a.
Bew. (Induktion iiber die Anzahl n der Ableitungsschritte):
(1) Es gelte A % a:
n=0: A=aundesgilt A :g> A.
n=1:Esist A~ a € P, also A = agXic1 X202 ... Xrar gemif (a) und
A — agBia1Bsas ... Byay € P mit B; :G> e fiir ¢ € [1: k], also gilt A :;> Q.
n—n+1:Gelte A % a1 ? a. Es gilt dann A :;> a1 (nach IV).
Sei a1 = p1BfB2, a = p1B2 und B = B € P'.
Es ist 8 # e und aufgrund der IV gilt: B =;> B, zusammen: A =;> Q.
(2) Es gelte A % a.
n=20: (klar)
n=1:Esist A— a € P,a # e, und damit A - o € P’.
n—n+1:Gelte A % a1 % a. Schreibe a1 = B1A182432 ... B AmBm+1 so, daf gilt:
A; % ~Yi,ni < ny5 € [1:m] und a = G1718272 - - - B Ym Bm+1-
Ist v; # e, dann gilt A; % ~; (nach IV)
Ist v; = e, dann streiche A; aus a;1. Man erhilt so eine Produktion
A — o) € P' und es gilt: A % o % a.
Ist e ¢ L(G), dann gilt:
LG)={wlwe Xt und S % w} = {w|w € Xt und S =;> w} = L(G).
Ist e € L(G), dann gilt:
LG ={e}U{wjw € Xt und S % w}={e}U{wjw e Xt und S =;> w} = L(G). O

Beispiel 7.3

G enthalte folgende Produktionen: S — aSbS|bSaS|e.
P’ enthélt die Produktionen:

S — Sle

S — aSbS|aSb|abS|ab

S — bSaS|baS|bSalba
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Algorithmus 7.4 (L(G)=0?)

Eingabe : G = (V, X, S, P) sei kontextfrei.

Ausgabe : ,,JA falls L(G) # 0, ,,NEIN“ sonst.

Methode : (1) Vo :=0 und i := 1.
2 Vi={Al[A>5a€ Pae (Vic1UX) }UV;_1.
(3) Falls V; # Vi—1, dann i := i + 1 und weiter bei (2), sonst Ve :=V;
(4) Falls S € Ve: ,,JA“ sonst: ,,NEIN“

Satz 7.5

Algorithmus 7.4 ergibt ,JA“ genau dann, wenn § == w fiir ein w € X~ gilt.

Bew.: Verabredung: Sei i so, daf} sich im Algorithmus V., = V; ergibt (V; = Vi_1).
Setze Vj > ¢ :V; :==V,.
Es wird folgendes durch Induktion iiber ! bewiesen: Vi : A € Vi, dann A == w fiir ein w € X*.
I=1: (klar)
l—)l+1:A€W+1.
Falls A € V;. (klar)
Falls A € Vi41 \ Vi, dann gibt es A — X1 ... X} mit X; € Vi oder X; € X, j € [1: k], also Vj € [1: k]Fw; € X™ mit
X; = wj -
Dann: A= Xi... Xy = wiXs...Xx = wi... wp=w€ X"
Also: Wenn Algorithmus 7.4 ,,JA ergibt, dann ist S € V. = V;, also Jw € X* : § == w,w € X*.

Umkehrung: Durch Induktion iiber n wird gezeigt: Falls A == w,w € X* gilt, dann ist A € V.
n=1:Ae€Vi CV..
nontl: A= Xi.. X = w
Dann gibt es Xj; SEN wj,n; <m,j €[1: k] mit w=wi... wg.
Falls X; € V, dann ist laut IV X; € Ve = V;_1, also A€ V; = Ve.
Gilt also S == w,w € X*, dann ist S € V,, also gibt der Algorithmus ,, JA“ aus. O

Korollar 7.6
Gegeben sei eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, S, P). Es ist entscheidbar, ob L(G) = 0 ist.

Definition 7.7 (Unerreichbare Zeichen)
G = (V, X, S, P) sei eine kontextfreie Grammatik. Ein Zeichen a € V U X heifit unerreichbar, falls a in keiner Satzform bzgl. G
vorkommt, sonst erreichbar.

Algorithmus 7.8 (Entfernen von unerreichbaren Buchstaben)

Eingabe : G = (V, X, S, P) sei kontextfrei.
Ausgabe : G' = (V', X', S, P') mit (1) L(G) = L(G")
(2) Vae (V'UX') Ja,8€ (V' UX")* mit S % aaf.
Methode : (1) Setze Vo := {S} und i :=1.
(2) Setze V; :={ala€e VUX und A 5 aafund A€ V;_1} UV,
(3) Falls V; # Vi_1, dann i := i + 1, weiter bei (2)
Sonst V! =V;NV
X' =vinX
P’ = alle Produktionen aus P, die nur Buchstaben aus V; enthalten.
G = (V"X’7 S’ P,)
Es gilt: S % aaB gdw. aeV' UX. 0
Definition 7.9 (Nutzlose Zeichen)
G = (V, X, S, P) sei eine kontextfreie Grammatik. Ein a € VUX heiBt nutzlos, wenn es keine Ableitung der Form S == wiaw, =
wivwz € X™ gibt.

Algorithmus 7.10 (Entfernen nutzloser Buchstaben)
Eingabe : G = (V, X, S, P) kontextfrei mit L(G) # 0.
Ausgabe : G' = (V', X', S, P') kontextfrei mit L(G) = L(G") und kein @ € V' U X' ist nutzlos.
Methode : (1) Anwendung von 7.4 zur Bestimmung von V.
Setze G1 = (Ve, X, S, P1) mit P; = alle Produktionen aus P, die nur Buchstaben aus V. U X enthalten.

(Wegen L(G) #Q ist S € V..)
(2) Anwendung von 7.8 auf G ergibt G' = (V', X', S, P").

Satz 7.11
G’ enthilt keine nutzlosen Buchstaben und es ist L(G) = L(G").

Bew.: Ann.: A € V' ist nutzlos, d.h. es gibt keine Worter a,w, 3 € X', so da8 S % aApB % awp gilt.
1.Fall: S =;> aAp ist fiir keine Worter a, 3 € X'™ moglich.
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A ist bzgl. G’ erreichbar, also: Jwi, w2 € (X' UV’')* mit S % w1 Aws.
Jede Produktion aus G’ kommt auch in G, vor, also gilt auch: S % w1 Aws.
1
Jede in w; oder ws vorkommende Variable kann bzgl. G1 in ein Wort iiber X abgeleitet werden, also:
*)S % o Aoy, mit o}, ah, € X*.
1
Alle Buchstaben aus o}, o’ sind bzgl. G; erreichbar, also a},ah € X'™.
Alle in (*) angewendeten Produktionen sind auch Produktionen in P’; also S % ) Aah.
(Widerspruch, da es a, 8 doch gibt!)
2.Fall: S :*> aApf ist fiir geeignete a, 8 € X'* moglich, aber A :*> w gilt fiir kein w € X'*.
Also gilt auch S => aAB und aus A € V, folgt A :> w fur ein geeignetes w € X™.

Die Ableitung bzgl G1 ist auch Ableitung bzgl. G, da alle Buchstaben erreichbar sind.
Somit verbleibt noch zu zeigen:
Ann.: £ € X' nutzlos (entsprechend) O

Beispiel 7.12
G =({S,A,B},{a,b},S,P) mit P={S —a|A,A - AB,B — b}.

Bestimmung von Gi:
Vi ={S, B}
Vo={S.BY=V.  Gi=({S,B} {a,b},5,{S > a,B = b})

Bestimmung von G’:

Vo ={S}
Vi ={S,a}
Vo = {S,a} G = ({5} {a},5,{S =+ a})

Definition 7.13 (Singulir)
G = (V, X, S, P) sei eine kontextfreie Grammatik. Eine Produktion A — B € P mit A, B € V heifit singulidre Produktion von G.

Algorithmus 7.14 (Entfernen singulirer Produtionen)

Eingabe : G = (V,X, S, P) kontextfrei mit e-Bedingung.
Ausgabe : G' = (V, X, S, P') kontextfrei mit:
(a) G’ enthilt keine singuliiren Produktionen
(b) L(G) = L(G")
Methode : (1) Fiir jedes A € V konstruiere V4 folgendermafien:
(a) Vo={A}undi=1
(b) Vi={C|B—+Ce€Pund BeV;_1}UV;_
(c) Falls V; # V;_1, dann setze i := ¢ + 1, weiter bei (b), sonst: V4 :=V;.
(2) Konstruktion von P’: Falls B — « € P nicht singulér, dann sei A — o € P’ fiir alle A mit B € Va.

Bemerkung 7.15

Gilt A :;> B, dann konnen bei dieser Ableitung wegen der e-Bedingung fiir G nur singulidre Produktionen angewendet werden. Also
Va ={B|A =G> B}.

G’ besitzt keine singuliiren Produktionen.

Es ist L(G) = L(G")

G’ erfiillt die e-Bedingung.

Beispiel 7.16

Anwendung des vorangehenden Algorithmus auf folgende Produktionenmenge:

E - E+T | T
T - TxF | F
F - (B) | a

In Schritt (1) ergibt sich: Ve = {E, T, F},Vr = {T,F},Vr = {F}.
In Schritt (2) erh#lt man fiir P':

E —» E+T | T+F | (E) | a
T — TxF | (E) | a
F - (E) | a

Definition 7.17 (zyklenfrei, eigentlich)

G = (V, X, S, P) sei eine kontextfreie Grammatik.

(a) G heiit zyklenfrei, wenn A :} A fiir kein A € V gilt.

(b) G heifit eigentlich, wenn G der e-Bedingung geniigt, keine singuliiren Produktionen und keine nutzlosen Buchstaben enthilt.
Bemerkung 7.18

(i) G enthilt keine singuldre Produktion und erfiillt die e-Bedingung => G ist zyklenfrei.
(ii) Ist G eigentlich, dann ist G auch zyklenfrei.

Satz 7.19 (Konstruktion einer eigentlichen Grammatik)
G = (V, X, S, P) sei eine kontextfreie Grammatik mit L(G) # 0. Dann kann man eine eigentliche, kontextfreie Grammatik G’ mit
L(G) = L(G") konstruieren.
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Bew.: (a) Konstruiere G1 mit e-Bedingung und L(G:1) = L(G).
(b) Konstruiere G2 ohne singulire Produktionen und L(G2) = L(G1).
(c) Konstruiere G’ ohne nutzlose Buchstaben mit L(G') = L(G2).
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Kapitel 8

Chomsky—Normalform, Homomorphie
kontextfreier Sprachen

Chomsky, Avram Noam, * 1928

Studium: Linguistik, Mathematik, Philosophie

seit 1955 Prof. fiir Sprachwissenschaften am MIT

Fiihrte den Begriff der Typ-0—- oder Phrasenstrukturgrammatik ein.

Definition 8.1 (ChomskyNormalform)
Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, S, P) ist in Chomsky—Normalform, wenn sie der e-Bedingung geniigt, und jede Produktion,
aufler evtl. S — e, von der Form A — BC oder A — a ist, wobei A,B,C € V und a € X sind.

Satz 8.2 (Konstruktion der CNF)
Jede kontextfreie Sprache kann durch eine kontextfreie Grammatik in Chomsky—Normalform (CNF) erzeugt werden.

Bew.: Sei L eine kontextfreie Sprache.
Sei G1 = (V, X, S, P) eine kontextfreie Grammatik, die der e-Bedingung geniigt, die keine singulidren Produktionen enthilt und
fiir die L = L(G1) gilt, also:
e Die rechten Seiten aller Produktionen aus P sind # e (aufler evtl. S — e)
e Falls die rechte Seite einer Produktionen die Liange 1 hat, ist diese eine Konstante.
Sei A - X1Xs5...X,n,m > 2, eine Produktion aus P.
Falls X; die Konstante a ist, fithre eine neue Variable C; und Produktion C, — a ein. Ersetze X; in der obigen Produktion
durch C,.
Behandle alle Produktionen aus P, deren rechte Seiten linger als 1 sind, auf diese Weise.
V': so erhaltene (neue) Variablenmenge (Erweiterung von V)
P': so erhaltene (neue) Produktionenmenge zusammen mit allen A — a € P, Ja| < 1.
Setze G2 = (V', X, S, P'). Es ist L(G1) = L(G-2).
Es wird jetzt G2 folgendermafien modifiziert:
Sei A — Bj...By,,|m| > 3 eine Produktion aus P’.
Fiihre (fiir diese Produktion) neue Variablen D1, Da, ... ,Dpn_» und ersetze A — Bi ... By durch folgende Menge von Pro-
duktionen: {A — B1D1,D1 = BaD>,... ,Dp—3 = Bpy—2Dpy—2, D90 — Bm—le}
V": so erhaltene (neue) Variablenmenge.
P": so erhaltene (neue) Produktionenmenge.
Setze Gs = (V", X, S, P"). Es gilt L(Gs) = L(G2) = L(G1) = L und G3 ist in CNF. 0O

Fiir jedes n > 1 sei X, das folgende Alphabet: X,, = {a1,al,a2,a3,... ,an,ar}.
D,, sei die durch die Grammatik G5 = ({S}, X», S, {S —¢,5 =+ 85,8 — a15a},... ,S = a,Sa}}) erzeugte Sprache.
Ableitungsbaum fiir das Wort [[()]()] :

S
/\g\ D,, = L(G’}): Dyck—Sprache iiber dem Alphabet X,,.
/[ ]\ nach: Walter von Dyck (kombinatorische Gruppentheorie)
S Eigenschaften von Dyck—Sprachen:

S
™\ Z U\ (1) Falls w,v € D, dann ist auch wv € D,.

[ S ] ( S) (2) Falls w € Dy, dann ist auch a;wa; € D,, Vi € [1: n].
/\V\ \l/ (3) Falls w € Dy, w # e, dann ist w = a;wiaiws mit w1, w2 € Dp,a; € X,.
( S) s (4) Falls a;a;w € D,,a; € X,, dann ist auch w € D,
€
Satz 8.3

Jede kontextfreie Sprache ist das homomorphe Bild des Durchschnitts einer reguldren Sprache und einer Dyck—Sprache.
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Bew.: Sei L C X™ eine kontextfreie Sprache.
Zunichst wird e ¢ L angenommen.
Sei G = (V, X, So, P) eine Grammatik in CNF mit L = L(G).

Sei X ={a1,...,am} und seien A; — B;C;,i € [1 : r], alle Produktionen aus P mit Variablen auf der rechten Seite.
Betrachte Xptr = {a1,a1, -+ ,Gm, Grny Gmt1, Grpg1y -« - 5 Gmtry Gy }
* *
mtr — X
Definiere einen Homomorphismus A : PO a; firie[l:m)
’ e  sonst.

Konstruiere folgende Grammatik G1 = (V, X4+, So, P1) mit
P={A—ad|A—acPU{A—ada, ;CilA—a€cPic[l:r]}U{4A; = amnyiBili €[1:7]}
Es ist L(G1) eine regulire Sprache R.
Es wird gezeigt: L = h(Dm4r N R).
L Ch(Dmir NR).
Sei A = g =G> v1 =G> e :G> vy = v eine Ableitung eines Wortes v € X* aus A € V.

Durch Induktion iiber ¢ wird gezeigt: 3w € Dy, mit A %r w und h(w) = v.
t=1: A = a Es gilt A ? aa' und h(ad’) = a.
t—=t+1: A= :G> v1 :G> =G> Vi41.
Im ersten Schritt moge die Produktion A; — B;C; angewendet worden sein.
Weiter gibt es Worter v, vy mit B; éGt> v}, Ci % vy und vi41 = v] - V4.
Aufgrund der Induktionsvoraussetzung 3w}, w € Dytr mit B; %f wi, C; %ﬁ wh und h(wi) = v und h(wy) = vj.
O.B.d.A. B; % w} ist Linksableitung. Die letzte angewendete Produktion in dieser Ableitung sei

1
D — dd'. Ersetze diese Produktion durch D — dd'a;, ;C;.
Dann ist bzgl. G; folgendes méglich: A; ? am+1Bi %ﬁ Am4iwiay, 4 ;Cs ?} AW QW

Es ist am4iwiay, ;wh € Dimtr und es gilt h(amyiwial, ;wh) = h(wh)h(wy) = vivh = veqr.

A A
RN RN
B, C

i Qi B

U« U« U

) v, / * \
V\ﬁ, a;mi Ci
U*
Wy
h(Dpyr NR) C L.
Durch Induktion iiber u wird folgendes gezeigt: Falls A = wo ? w1 ? ... ? Wy = w mit w € Dy gilt, dann gilt
1 1 1

auch A :;> h(w).
u=1: A = w, also A = aa’,aa’ € Dppyr, A — a € P.
1 1

u—ou+l:Sei A=wy —= w1 = ... = Wyt1 = W, W E Dpprp.
—_— Gq G1 G1

Die erste angewendete Produktion kann nicht von der Form A — aa’ sein, und auch nicht von der Form A — aad’a;, ;C;

(dann wire w € Dppyr).
Also: Die erste angewendete Produktion ist A = A; — am+iB;.
Es gibt also eine Ableitung w, = B; ? Ws ? W3 ? - ? 1I)u+1 und w = am+1u~1u+1.

1 1 1 1
Es ist w = am+iWay,;;0 mit @, % € Dimqr. Es gibt ein k mit 2 < k < u, so dal @y, = wa;,,;C; gilt.
Weiterhin muf} bei @x—; = Wy, die Produktion B — bb'a;, ;C; angewendet worden sein.
1

Hier ist B+ b € P.
Wende nicht B — bb'ba;,;C; sondern B — bb’ an.

Man erhilt eine Ableitung von @ aus B; mit < u Schritten.
Entsprechend gibt es eine Ableitung von ¢ aus C; mit < u Schritten.

Aufgrund der IV gilt dann: B; =;> h(),C; ::;> h(?), also insgesamt:
A=A, = BC; :G> h(w) - h(%) = h(w - §) = h(w).

Ist e € L, dann ist L\ {e} auch kontextfrei. Es ist L\ {e} = hA(Dpm4r N R).
Hier muf} gelten e ¢ R. Es ist dann L = A(Dp4r» N (RU {e})).
RU {e} ist wiederum regulir. 0
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Beispiel 8.4
G= ({SaAvB}a {a7 b},So,P) mit

P={ 1.5 — AB A—a
2A—5AA  Bob B
3.B—+ BB } L(G) = {a'V|i,j > 1}

m=2r=3.

Konstruktion von G1 = ({So, 4, B}, X5,50,P1). X5 = {a,d’,b,V ,as,a}, as,ay,as5,ak}.

) aa’ a; A\
e

8

N
B a5/

N

A

.
! -

/So
B bb'a B\ B
e pd

/NS

a B \
B B b bb'a B
b b bb’
Ableitungsbaum von abbb. Ausg’el}end V(’)n’ d?r’ nclebenstehenden Ableitung wird eine Ableitung von
asaa azasasbb asbb asbb’ angegeben.

P ={A—ad,B—=0bV} U
{A — ad’a3B, A — aa'a}A, A — aad'asB, B — bb'a3B, B — bb'ay A, B — bb'azB} U
{So — agA, A— a4A, B — a5B}

20



Kapitel 9

Der Iterationssatz fiir kontextfreie Sprachen

Satz 9.1 (Iterationssatz)
L sei eine kontextfreie Sprache. Es gibt eine ganze Zahl k > 1, so daf} sich jedes z € L mit |z| > k in der Form z = wvwzy schreiben
158t, wobei v # e, vwz| < k und ww'wz'y € L fiir alle 5 > 0.
Bew.: G = (V, X, S, P) sei eine Grammatik in CNF mit L = L(G).
Fiir alle A € V setze Ga = (V, X, A, P). (Esist L = L(Gs)).
Es gilt: Sei z € L(G4) und T4, ein Ableitungsbaum von z bzgl. G4. Hat jeder Weg von der Wurzel zu einem Blatt in T4, eine
Linge < n, dann gilt |2| < 2"~
n=1:Ta, A—a=zoder S >e=z.

n—n+1:Ts,.
/ A\
B C
' ' und z = 21 - 22.

Jeder Weg von A zu einem Blatt hat eine Linge < n + 1, also jeder Weg von B oder C zu einem Blatt hat eine Linge < n,
daher |21, |22| < 2" ' und |z| € 227! = 2.

Sei V = {A1,As,...,A,}. Setze k = 2". Sei z € L(G) mit |z| > k und T = T, ein Ableitungsbaum fiir z bzgl. G.

Sei p ein Weg mit maximaler Linge, die > n + 1 ist. (Wegen |z| > 2" hat p eine Linge, die > n + 1 ist.)

Sei Ay, =S, Am—1,..., A2, A1, a die Folge der Knoten in p ausgehend von S. Es ist m > n + 1. Unter den Apt1, An, ..., A2, A1
kommt eine Variable doppelt vor: A =A; = A; mitn+1>47>j > 1.

T; sei Teilbaum von T mit Wurzel A;.

Jeder Weg in T; von der Wurzel zu einem Blatt hat eine Linge < i, da sonst p nicht maximal in T wire, also: T; ist Ableitungs-
baum eines Wortes z1 mit |21 < 207! <27 = k.

T; sei Teilbaum von T mit Wurzel A;. T; ist Ableitungsbaum eines Wortes z2 und es gilt: z1 = 232224 = vwz.

T; mufl mit A; = A;+1B oder A; — BA;;1 beginnen. Also kann nicht z3z4 = vr = e gelten.

Es gilt also A = A; = 23A;24 = 23Az4 und A = A; = 2z, =w.

——

vAjz

Weiter gilt: § == uA;y = uAy. O

Beispiel 9.2
L= {a"2 [n > 1} ist keine kontextfreie Sprache.
Ann.: L ist kontextfrei. Wihle k& wie im Iterationslemma.
Setze n = k (dann ist n® > k)
Zerlege v = wvwzy wie im Iterationslemma, vz # e, jvwz| < k,1 < |vz| < k.
Es it uv’wz?y € L aufgrund der Annahme.
Es ist dann: k* < |uv’wz’y| < k*> +k
Die niichste auf k* folgende Quadratzahl ist (k +1)? = k*> + 2k +1 > k> 4+ k (Widerspruch!)

Beispiel 9.3
L = {a™b"c"|n > 1} ist keine kontextfreie Sprache.
Ann.: L ist kontextfrei. Wihle k& wie im Iterationslemma.
aft*ct = wvwzy wie im Iterationslemma.
In vwz konnen nicht gleichzeitig a’s, b’s und ¢’s vorkommen.
Es ist uwy € L aufgrund der Annahme.
1. In vwz kommen nur a’s und b’s vor.
Dann kommen in wwy k ¢’s vor. (Widerspruch!)
2. In vwy kommen nur b’s oder ¢’s vor.
Dann kommen in uwy k a’s vor. (Widerspruch!)



Beispiel 9.4
L = {a’b'c’|j < 4} ist nicht kontextfrei.
Ann.: L ist kontextfrei. Wahle k wie oben.
Schreibe a*b*c* = wvwry wie im Iterationslemma.
Falls vwz nur a’s oder b’s enthilt, dann fithrt wwy € L auf einen Widerspruch, da uwy weniger a’s oder b’s
als ¢’s enthilt.
Falls vwz nur b’s oder ¢’s enthilt, dann fithrt wv?wx?y € L auf einen Widerspruch.

Beispiel 9.5
L= {a'¥/c'|i < j <1} ist nicht kontextfrei.
Ann.: L ist kontextfrei. Wihle k£ wie oben.
Schreibe a*b* ! c**? = wvwry wie oben.
Falls vwz nur a’s oder b’s enthilt, dann fiihrt uv'wziy € L fiir hinreichend groBes ¢ auf einen Widerspruch.
Falls vwx nur b’s oder ¢’s enthélt, dann:
(1) vz enthélt ein b, dann fithrt uwy € L auf einen Widerspruch.
(hochstens soviele b’s wie a’s.)
(2) vz enthilt ein ¢ (und keine b’s), dann fiithrt wwy € L ebenfalls auf einen Widerspruch.
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Kapitel 10
Rekursivitat und die Greibach—Normalform

Satz 10.1

G = (V, X, S, P) sei eine kontextfreie Grammatik und A — aBf,B € V sei eine Produktion aus P. B — 7i|¥2|... |y seine alle
B-Produktionen aus G.

Setze P' = (P\ {A — aBB}) U{A = ay1Blay208|-..|laykB} und G' = (V, X, S, P'). Dann ist L(G) = L(G").
Beispiel 10.2

G = ({S},{a,b},S,P) und P = {S — aSS|b}.

Ersetze in S — aSS das linke S durch alle rechten Seiten von S—Produktionen.

P’ ={S — aaSS5S|abS|b}.

Definition 10.3 (Rekursivitit)

G = (V, X, S, P) sei eine kontextfreie Grammatik.

A € V heifit rekursiv, wenn A :2> aAB mit o, B € (VU X)" gilt.

A heifit linksrekursiv, wenn hierbei o = e ist.
A heifit rechtsrekursiv, wenn hierbei 8 = e gilt.

G heifit linksrekursiv bzw. rechtsrekursiv, wenn es mindestens eine Variable in V' gibt, die linksrekursiv bzw. rechtsrekursiv ist.

Satz 10.4
G = (V, X, S, P) sei eine kontextfreie Grammatik und A - Aai|Aaz|...|Aan|Bi1]...|Br seien alle A-Produktionen von G, wobei kein
(s mit A beginnt.
Setze G' = (V U{A'}, X, S, P'). Hierbei ist A’ eine neue Variable und P’ entsteht aus P durch Ersetzen der A-Produktionen durch
die Produktionen
A= B |BnlBA] ... |8 A
A = o] Jam|aa A .. |am A’
Dann ist L(G) = L(G").
Bew.:(1) L(G) C L(G")

Sei w € L(G) und S l:;> w sei eine Linksableitung von w bzgl. G.

Ersetze jede in der Linksableitung auftretende Folge maximaler Linge der Form

(¥*) vAy = vAa;,y = vAQi, a4,y = .. = VA, ... Qi = VB, - . Qg Qi Y (k>1)

durch vAy = v Ay = B, Ay = = vl - iy Ay = vBi, - .. Qg iy Y.

Man erhilt so eine Ableitung (nicht notwendig Linksableitung) von w bzgl. G'. Also ist L(G) C L(G").

(2) L(G) € L(G)
Sei w € L(G') und S :*GI> w sei eine Rechtsableitung bzgl. G'.
Esetze jede in dieser Ableitung vorkommende Teilfolge
vAv ? B Ay ? yBia,, Av ? ? By - - ig Ay ? YBiy, - - . Qg v durch (%).

Man erhilt so eine Ableitung (nicht notwendig Rechtsableitung) von w bzgl. G. Also ist L(G') C L(G). 0

Beispiel 10.5

Betrachte G = (V, X,S,P) mit P={E - E+T|T,T - T « F|F,F — (E)|a}
Anwendung der Konstruktion des vorangehenden Satzes auf die E— und T-Produktionen:

P = { E T |TE
E' - +T| +TFE'
T - F |FT G =(VU{E, T}, X,S,P)

T — «F | « FT'
F - (E)]|«a }
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Algorithmus 10.6 (Elimination von Linksrekursivitiit)

Eingabe : G = (V, X, S, P) kontextfreie Grammatik ohne singuldre Produktionen und ohne e-Produktionen
Ausgabe : G' = (V', X, S, P') kontextfrei mit L(G) = L(G'), und keine Variable von G’ ist linksrekursiv.
Methode : (1) V ={A1,... ,Ax} undi:=1

(1a) G; =G
(2) A; = Ajaa]...|Aiam|B1|. .. |Bp seine die A;—Produktionen von G;. Ersetze diese durch:

(A] neu eingefiihrtes Symbol)
(2a) G; ist die so aus G; erhaltene Grammatik.
(3) Falls 5 = n, setze G' = G, stop
sonst ¢:=%¢+1und j:=1
(3a) G} :=Gj_,
(4) Jede Produktion der Form A; — Aja aus Gj werde ersetzt durch A; = B1a|...|Bma, wobei
Aj = Bi]...|Bm alle Aj-Produktionen aus G} sind.
(4a) G ist die aus G} erhaltene Grammatik.
(5) Falls j =i — 1, setze G; := G und gehe zu (2)
sonst setze j := j + 1 und gehe zu (4).

Satz 10.7
G’ aus 10.6 ist kontextfrei, es gilt L(G) = L(G’) und G’ besitzt keine linksrekursiven Variablen.

Bew.: L(G) = L(G") (siehe 10.1 und 10.6)
Durch Induktion iiber 7 wird folgendes gezeigt: Wird (2) mit ¢ und dann (4) mit 4+ 1 fiir j =1 (1) ¢ durchlaufen, dann gilt:
a) Nach Durchlauf von (2) haben alle A;—Produktionen rechte Seiten, die mit einer Konstanten oder einem Aj mit k > ¢ begin—
nen.
b) Nach Durchlauf von (4) fiir j =1 (1) ¢ haben alle A;{1—Produktionen rechte Seiten, die mit einer Konstanten oder einem
Ap mit k > j beginnen.
i=1:
a) In (2) beginnen alle 8; mit einer Konstanten oder einem Aj mit k£ > 1. Das gilt dann auch nach Ausfiihrung von (2) fiir alle
A;1-Produktionen.
b) ¢ + 1 = 2. Die rechten Seiten aller A;—Produktionen beginnen nach a) mit einer Konstanten oder einem Ay mit k > 1.
Das gilt dann nach Ausfithrung von (4) fiir j = 1 auch fiir alle A>—Produktionen.
i =i+ 1:
a) Vor Ausfithrung von (2) mit ¢ + 1 gilt, daf alle 8: ... 3, mit einer Konstanten oder einem Ay mit k£ > ¢ + 1 beginnen (siehe
Induktionsvoraussetzung). Das gilt dann auch nach Ausfiihrung von (2) fiir alle A;11—Produktionen.
b) (4) wird mit 4+ 2 fiir j =1 (1) ¢+ 1 durchlaufen.
J = 1: Die rechten Seiten aller A;-Produktionen beginnen mit einer Konstanten oder einem Ay mit k£ > 1. Dies gilt dann auch
nach Ausfithrung von (4) fiir j = 1 fiir die rechten Seiten aller A;;2—Produktionen.
j — j + 1: Vor Ausfithrung von (4) mit j + 1 beginnen die rechten Seiten aller A;4>-Produktionen mit einer Konstanten oder
einem A mit k > 5+ 1.
Es gilt (siehe a) ): Die rechten Seiten aller A;;;-Produktionen beginnen mit eine Konstanten oder einem Ay mit
k > j+ 1. Das gilt dann auch nach Ausfithrung von (4) mit j + 1 fiir alle rechten Seiten aller A;;,—Produktionen.
In G’ ist kein A; linksrekursiv, dazu:

Ann.: A; ist bzgl. G’ linksrekursiv und es gilt A; = wo ? w1 ? ? W, = Aja,m > 1.
Alle wj, j € [0, m], miissen mit einer Variablen aus V beginnen (da in (2) 3; #e Vj.) Diese seine A;, Ay, , Ag,,- .- , Ak, = As.

Esisti<ki <k2<...<km=iDam>1 = i< (Widerspruch!)

Es gilt: Vor Ausfithrung von (2) beginnen die rechten Seiten aller A;—Produktionen mit einer Konstanten oder zwei Buchstaben aus
VUX.

Also: Die rechten Seiten aller A;—Produktionen beginnen mit einem Buchstaben aus V U X, also:
Keine rechte Seite einer A;-Produktion beginnt mir Aj. 0

Korollar 10.8

Jede kontextfreie Sprache L # () wird von einer eigentlichen, kontextfreien Grammatik erzeugt, die nicht linksrekursiv ist.

Beispiel 10.9
Betrachte G = ({4, B,C},{a,b}, A, P) mit P = {A — BCla,B — CA|Ab,C — AB|CC|a}.
Es ergeben sich nach Anwendung von (2) und (4) des Algorithmus folgende Produktionen:

(2) i=1: A — BCla| BCA'|a A’
—_————
nutzlos!!!
(4) i=2j=1: B— BCB|ab|CA
(2) i=2: B — ab|C A|abB’|CAB'

B' — Cb|CbB'
4) i=3,j=1: C— BCB|aB|CCla
j=2: C — CACB|abCB|CAB'CB|abB'CB|ab|CCla
(2) i=3: C — abCB|abB'CB|aBl|alabCBC'|abB'C BC'|aBC'|aC’
C' - ACB|AB'CB|C|ACBC'|AB'CBC'|CC’
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Definition 10.10 (Greibach-Normalform)
Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, S, P) ist in Greibach—Normalform (GNF), wenn G der e-Bedingung geniigt und jede
Produktion aus P, aufler evtl. S — e, von der Form A — aa,a € X, € V* ist.

Ist A eine (endliche) Menge, dann heifit eine Relation R C A X A partielle Ordung, wenn gilt:
(1) Va€e A: (a,a) ¢ R (irreflexiv)
(2) Va,b,c€ A: (a,b) € R,(b,c) € R= (a,c) ER (transitiv)

Eine partielle Ordnung R heifit lineare Ordnung, wenn Va,b € A gilt:
entweder a = b oder (a,b) € R oder (b,a) € R.
Schreibweise fiir (a,b) € R : aRb

Algorithmus 10.11 (Konstruktion einer linearen aus einer partiellen Ordnung)

Eingabe : Partielle Ordnung R auf einer endlichen Menge A
Ausgabe : Lineare Ordnung R’ auf A mit RC R'.
Methode : R’ kann angegeben werden durch eine Folge a1, ... ,a, von Elementen aus A, fiir die a;R'a; genau
dann gilt, wenn 7 < j ist, und fiir die weiter A = {a1,... ,a,} ist.
Konstruktion dieser Folge:
(1)i:=0,4;:=Aund R;:= R
(2) Falls A; = 0 stellt a1, a2, ...a;—1 die lineare Ordnung R’ dar. Stop.
Sonst sei a; ein Element aus A;, fiir das aR;a; fiir kein a € A; gilt.
(3) Setze Ait1 := A; \ {ai} und Ri41 := R; N (Ai41 X Ait1) und ¢ := i + 1 und fahre bei (2) fort.
Die Ausgabe des Algorithmus ist offensichtlich eine lineare Ordnung R’ auf A mit R C R’.

Beispiel 10.12

A ={a,b,c,d}, R ={(a,b), (a,c), (a,d), (b,d),(c,d)} d

A: ={a,b,¢,d},Ri = R,a1 :=a

Ay ={b,c,d}, Ry = {(b,d),(c,d)},a2 ;=1 / \
Az = {c,d},Rs = {(¢,d},a3 :=¢ b c
Ay ={d},Rs =0,a4 :=d \ /
As =10

lineare Ordnung: a,b,c,d a
Satz 10.13

G = (V, X, S, P) sei eine kontextfreie Grammatik, die nicht linksrekursiv ist. Dann gibt es eine lineare Ordung < auf V, fiir die gilt:Ist
A — Ba aus P, dann ist A < B.

Bew.: Zunichst Festlegung von RCV xV : ARB <<= A — Ba€P
R sei transitive Hiille von R.
R ist irreflexiv, da G nicht linksrekursiv ist.
Wende den vorangehenden Algorithmus aus R an.
Setze < = R'. 0

Algorithmus 10.14 (Transformation in GNF)

Eingabe : G = (V,X, S, P) sei kontextfrei, nicht linksrekursiv und erfiille e-Bedingung.
Ausgabe : G' = (V', X, S, P") kontextfrei in GNF und L(G) = L(G’).
Methode : (0) Setze G = (V, X, S, P) mit P = P\ {S — e}.
(1) Konstruiere eine lineare Ordnung < auf V' entsprechend 10.11.
Dannsei V = {41 < A2 < ... < A}

2)i:=n—-1

(3) Falls ¢ = 0, gehe zu (5). Sonst ersetze jede Produktion der Form A; — A;« (hierbei mufl ¢ < j sein) durch
A; = Bial...|Bma, wobei Aj — Bi]...|Bm alle Aj—Produktionen sind (hierbei beginnen alle 81, ... , B, mit einer
Konstanten).

(4) i :== 1 — 1, weiter bei (3)

(5) Jetzt beginne die rechten Seiten aller Produktionen mit einer Konstanten. In jeder Produktion A — aXj ... X} er-
setze diejenigen X, die Konstanten sind, durch eine neue Variable X;.

(6) Fiir alle in (5) eingefiihrten X} fithre die Produktion X; — X; ein. G’ = (V', X, S, P') sei die so
erhaltene Grammatik.

(7) Setze G' = (V', X, S, P') mit P = P'U{S — e}, falls S — e aus P, P’ = P’ sonst.

Satz 10.15
Ist L eine kontextfreie Sprache, dann gibt es eine kontextfreie Grammatik G in GNF mit L = L(G).
Bew.: Fiiri=n—1,...,1 zeigt man:

Nach Ausfithrung von (3) fiir ¢ beginnen die rechten Seiten alle A;—Produktionen mit einer Konstanten.
Durch (5),(6),(7) wird dann eine Grammatik in GNF erzeugt.

Beispiel 10.16
Gegeben sei G mit den Produktionen P: E — T|TE'|E' — +T|+TE',T — F|FT',T' — «F|* FT',F — (E)|a.
< ist lineare Ordnung auf V mit: B' < E <T' < T < F. (Es gilt: Ist A — Ba € P, dann ist A < B.)

Die rechten Seiten alle F' Produktionen beginnen mit einer Konstanten.
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Ausfiihrung von (3) in 10.14 fiir 7 = 4, 3,2, 1 ergibt:

i=4: AusT — FT’ erhilt man durch Ersetzen von F: T — (E)|a|(E)T"|aT’.

i=3: Die Produktionen 7' — *F| * FT' werden nicht geindert.

i=2: Aus E — T|TE' erhiilt man durch Ersetzen von T: E — (E)|a|(E)T’|aT'|(E)E'|aE'|(E)T'E'|aT'E'.

i=1: Die Produktionen E' — +T| + TE’ werden nicht geindert.

In (5) wird eine neue Variable )’ eingefiihrt und die Produktion )’ —). Die resultierende Grammatik in GNF besitzt die Produktionen:

E — (B) Ja | (BT |aT" | (E)YE |aE |(E)T'E'" |aT'E
E = +T | +TE

T — (BE) |a | (B)T" | aT'

T — xF | xFT'

F — (E) |a

yoo= )
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Kapitel 11

Kontextfreie Sprachen und
Kellerautomaten

Definition 11.1 (Kellerautomat)
Ein Kellerautomat (pda = pushdown automaton) ist ein 7-Tupel K = (Z, X, T, d, zo, Y0, F).

Hiebei ist: 1. Z # 0 eine endliche Menge (Zustandsmenge)
2. X # () eine endliche Menge (Eingabealphabet)
3. T # 0 eine endliche Menge (Kelleralphabet)
4. §:Zx (XU{e}) xI' - Py(Z xT*) (Uberfithrungsfunktion)
5. 2€Z (Anfangszustand)
6. el (initiales Kellerzeichen)
7. FCZ (Menge der Endzustéinde)

Ein Tripel (z,w,a) € Z x X* x I'* heifit Konfiguration von K.

Interpretation:

1. Auf einem Eingabeband steht das Wort w € X*.

2. Das endliche Steuerwerk befindet sich im Zustand z.
3. Im Keller steht das Wort o € T'*.

Die Arbeitsweise eine pda’s wird beschrieben durch eine binire Relation auf den Konfigurationen von K.

Es gelt: Vz,2' € Z,Vx € X U {e},Vy € I',Vw € X*,Va,B € ™" :
(z,2w,va) F (2 w,Ba)  g.dw. (2, B) € 6(2,,7)

B = e: Kellerliste wird gekiirzt.

« = e: Vom Eingabeband wurde nichts gelesen: e—Uberfithrung.
Wenn die Kellerliste leer ist, ist kein Ubergang mehr moglich.

Relation It auf den Konfigurationen von K ( I-i—_ ist transitive Hiille von + ):
K Ii_ K gdw Fko,Ki,...,Kr, 7 > 1 mit kK = Ko,k = kr und k; F Kiq1 fiir s € [0:r—1].
Relation F auf den Konfigurationen von K ( F ist reflexive, transitive Hiille von F ):
R gdw. k=~ oderk }-l—_ K.
Anfangskonfiguration: (2o, w, ) mit w € X~
Endkonfiguration: (2,e,) mit z € F

Definition 11.2 (Sprache eines pda)

Ein Wort w € X* wird von K' akzeptiert, wenn gilt: (zo, w,70) F (z,e,a) mit z € F.
Die von K akzeptierte Sprache ist £(K) = {w|w wird von K akzeptiert}.

ﬁ\h

Y2

Endliches Steuerwerk . Endliches Steuerwerk

z Z
Yn

!mit Endzustinden
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Beispiel 11.3
pda fiir die Sprache {a™b"|n > 0}.

Setze K = ({ZO: 21, z2}’ {a: b}a {'YO,G}, 6; 20,70, {Zo}) mit
6('2070’770) = {(Z17a70)} 6(z1,a,a) = {(Z1,(l(l)}
6(z1,0,a) = {(22,€)} 6(z2,b,a) = {(22,€)}
5(Z2,6,")/0) = {(ZO;B)}

Gebe w = aabb ein. Uberginge:
(20, aabb,v0) F (z1,abb,ay0) F (z1,bb,aayo)
F (z2a b, a’)’o) = (ZQ: €, '70) F (Z(), €, 6)
Beispiel 11.4

pda K fiir die Sprache L = {ww®|w € {a,b} "}
Setze K = ({Zo, 21, z2}’ {aa b}a {'703 a, b}a 9, 20,70, {ZZ}) mit:

20, @, ’YO) {(Z(),a’)’())} 7. 6(Z1:aaa) = {(zl,e)}
20, 770) - {(zO,b’YO)} 8. J(Zl,b, b) = {(21,6)}
z0,a,a) = {(20,aa),(z1,e)} 9. 0(z1,e,7) = {(22,€)}

zo,b,a) = {(z0,ba)}

0
)
.0
0
0
(20, b, b) = {(zO,bb), (Zlae)}

(
(
(
Ez ;a,0) = {(z0,ab)}
(

S o W=

Durch die Vorschriften 1,2,4,5 und die ersten Alternativen von 3,6 kopiert K Buchstaben des Eingabewortes in den Keller.
K ist nicht deterministisch.

Die zweiten Alternativen von 3,6 ermdglichen den Ubergang in den Zustand 2.

Mit 7,8 wird die Kellerliste abgebaut, z.B.: w = abba. Es konnen folgende Uberfithrungen durchgefiihrt werden:

(20, abba,v0) F (z1,bba,ayo)
F (2o, ba, bayo)
F (20, a,bbayo) oder F (21, a,a%v0)
F (2o, e, abbayo) F (z1,e,7)
F (22,e,€)

Satz 11.5
Sei K = (Z,X,T,4, 20,70, F) ein pda.
Falls (z,w,7y) F (2',e,e) mit v € T, dann gilt auch: (z,ww,vya) + (2',w,a) fir alle « € T und w € X*.

Definition 11.6 (Akzeptieren mit leerem Keller)
K =(Z,X,T,4, 20,70, F) sei ein pda.
+
Ein Wort w € X* wird von K mit einer leeren Kellerliste akzeptiert, wenn gilt: (20, w,v) F (z,e,e) mit z € Z.
Mit L. (k) wird die Menge aller Worter bezeichnet, die von K mit leerer Kellerliste akzeptiert werden.

Satz 11.7 (£(K) C L.(K))
Sei L = £(G) fiir einen pda K = (Z, X, T, 4, 20,70, F).
Dann kann man eine pda K' konstruieren, so daf L.(K') = £(K) gilt.

Bew.: K’ “simuliere” K. Falls K einen Endzustand erreicht, soll K’ fortfahren und einen Zustand z. mit einer leeren Kellerliste er-

reichen.

Schwierigkeit: K kann eine leere Kellerliste erreichen, ohne in einem Endzustand zu kommen. K’ darf dann das entsprechende
Wort nicht akzeptieren.

Daher bekommt K’ eine spezielle Grundmarkierung, die nur entfernt werden kann, wenn K’ den Zustand z. erreicht.

K'=(ZU{z,z},X,TU{7},¢,%,7,0)

¢’ wird folgendermafien festgelegt:
1. 6’(21 657) = {(Zo, 707)}
2.Vz,2 € ZNa€ X U{e},VyeVaeTl*: (¢, a) €d(z,a,7) = (¢,a) € §(z,a,7)
3.Vz€ ZNyeTU{F} git: (ze,e) €8 (2,e,7)
4. VyeT U {7} gilt:  (ze,€) € &' (2e,€,7) 0O

Satz 11.8 (L.(K) C £(K))
K =(Z,X,T,4,z20,7,0) sei ein pda. Man kann einen pda K’ konstruieren, so da £(K') = L.(K) gilt.

Bew.: K’ “simuliert” K und hat eine spezielle Marke 7 als Grundmarkierung.
Wenn K’ das Zeichen 7 kiirzen kann, geht er in einen neuen Endzustand z. iiber. 0

Satz 11.9 (L kontextfrei = L = L(pda))
G = (V, X, S, P) sei eine kontextfreie Grammatik. Man kann einen pda K konstruieren, so da L.(K) = L(G) gilt.
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Bew.: K “simuliert” alle Linksableitungen in G. K = ({20}, X,V U X, §, 20, S, 0).
0 wird folgendermafien festgelegt:
1. Ist A = a € P, dann gilt: (20, ) € §(20,¢, A)
2. Fiir alle a € X gilt §(z0,a,a) = {(z0,€)}
Beh.: Aus A = w,w € X* folgt (20, w, A) F (20,¢e,€)
|w]
m=1:Esist A— w € P, also gilt (z0,w) € §(z0, ¢, A), also (z0,w,A) F (z0,w,w) F (z0,€,¢€)
m — m + 1: Die Beh. gelte fiir alle m' < m und es gelte A ot w,w€ X*,dh A = w1 = w mit
w=wuiA1usAs ... wAju 41 mit A; € Vi € [1:1] und u; € X*,] €l:1+1].
Es ist w = u1viu2v2 . .. wvju; 41 mit v; € X* und A; RN vi,m; <mfiri €[l:1]]
Aus der IV und 11.5 folgt

lu]

(Zo,w,A) = (Zo,w,U1A1U2A2...ulAluH_l) F (zo,UluQ ...uwluH_l,Aluz...ulAluH_l)
* Jug] * |wiyal
= (Zo, U2 ... UVU41,UD -« - ulAmH_l) [ (Zo, ViUi+1, Alul+1) = (zo, Ul+1, ul+1) = (Zo, e, e)
Bew.: Aus (z0,w,A) F (z0,e,e) folgt A == w (klar)
Hieraus folgt dann: L.(K) = L(G). O

Beispiel 11.10

G = (V,X, S, P) mit V = {E,T, F} X ={a,(,),+*},S=E,P={E > E+T|T,T » T * F|F,F - (E)|a}
({zo},X VUX,é,z20,FE, (Z)) mit

1 0(z0,¢, E) = {(20, E+T),(20,T)}

2. (S(Z(),e, T) = {(ZO:T* F)a (ZO:T)}
3. 8(z0,€, F) = {(20, (E)), (20,)} RN

4. §(z0,z,2) = {(20,)} VzeX ) E + T

Bei Eingabe von a+a*a konnen folgende Uberfiihrungen vorgenommen \l/ / \l/ \

werden: T T . F
(z0,a+axa,E) b (z0,a+axa,E+T) F (20,a+ax*a,T+T) \l/ \l/ \l/

2
F (20,a+a%a,F+T) + (20,a+a*a,a+T) + (20,a%a,T) 5 5 a
2
F (20,a%a,T+F) + (20,a%a,F*F) F (20,a%a,axF) + (20,a,F) a a

F (ZOa a, a) F (207 €, 6)
(K ist TOP-DOWN-Analysator)

Bemerkung 11.11

Fiir eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, S, P) in GNF kann eine einfacher topdown—Analysator konstruiert werden:
K = ({20}, X, V, 4, 20, S,0) mit (20,) € §(z0,a,A) falls A - aa € P.

Zum Akzeptieren eines Wortes w mit |w| = n bendtigt K n Schritte: K akzeptiert in Realzeit.

Satz 11.12 (L = L(pda) = L kontextfrei)
K = (Z,X,T,4, 20,70, F) sei ein pda. Man kann eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, S, P) konstruieren, so da} L(G) = L.(K)
gilt.

Bew.: Setze V = {[272']|2,2' € Z,v € T} U {S}. P werde folgendermafien festgelegt:
1. 8(z,a,v) enthalte (z',7v1,... ,7k),k > 1. Dann seine alle [2y2'] = a[z'y121][217222] . . . [2k—17k 2] fiir alle Folgen z1,...2; € Z
aus P.
2. §(z,a,7) enthalte (2',e). Dann sei [z72'] — a aus P.
3. S — [z0707] ist fiir alle z € Z aus P.

Beh.: Aus [z72] == w,w € X~ folgt (z,w,7) F (%,e,e).
Bew.: Induktion iiber m:
m=1:[z7Z] = w,we X"
Es liegt 2. vor, also w = a € X U {e}, und d(z, a,7) enthilt (Z,e), also (z,w,v) F (Z,e,€)

m — m + 1: Es gelte [z7Z] 25w, also [272] = alz'n121][217222] - - - [2k—17% 2], kK > 1 und &(2,a,y) enthélt (2',y1,... , V%)
Hierbei sind z1,... ,2,—1 € Z. Setze z, := Z.

Es gilt weiter [2/vi21] = wi,m1 <m, [zi—17izi] = wi,m; <m,i € [2: k] und w = aw; . .. wy.
Aufgrund der IV gilt (2, w1, 11) = (z1,e,¢€)

(zic1,wi,vi) b (zi,e,e),1 € [2: K],

also zusammen: (z,awi ... wk,y) b (Z,w1...we,y1...v) F (zr,w2 . wr, 2. %) F oo b (zem1,wr, k) B O(Zye,€)
Entsprechend zeigt man: Aus (z,w,7y) F (Z,e,e) folgt [z’yi] = w.
Es folgt: S = [z0702] F w,w € X" g.d.w. (20, w,Y0) F (2,e,e), also L(G) = L.(K). O
Satz 11.13

X sei ein Alphabet und L C X*. Folgende Aussagen sind gleichwertig:
1. L = L(G) fiir eine kontextfreie Grammatik G.

2. L = L(K) fiir einen pda K.

3. L = L.(K) fiir einen pda K.
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Kapitel 12

Abgeschlossenheitseigenschaften
kontextfreier Sprachen

Satz 12.1

Der Durchschnitt zweier kontextfreier Sprachen ist nicht notwendig kontextfrei.
Bew.: Setze X = {a,b,c}. Die Sprachen L; = {a"b"c'|n > 1 und i > 0} und L» = {a’b"c™|n > 1 und j > 0} sind kontextfrei.
Kontextfreie Grammatiken, die L1 und L2 erzeugen sind:
Gi=({S5 T} X,S, P1) mit P, ={S — Sc|T,T — aTb|ab} und
G>=({5,T},X,S, P,) mit P, ={S — aS|T,T — bTc|bc}
Die Sprache L1 N Ly = {a™b"c™|n > 1} ist aber nicht kontextfrei. 0O

Satz 12.2
L C X~ sei eine kontextfreie Sprache und f : X — P(Y™) sei eine Substitution. Weiter sei f(z) kontextfrei fiir alle x € X. Dann ist
auch f(L) kontextfrei.
Bew.: Sei X = {z1,...,2n} und setze L; := f(z;), s € [1: n].

G = (V,X, S, P) sei eine kontextfreie Grammatik mit L = L(G) und G; = (V;,Y, S;, P;) seien kontextfreie Grammatiken mit

L(Gl) =L; 1€ [1 : n]
0.B.d.A.: Die Mengen V, V1, ... ,V, seien paarweise disjunkt.
Konstruktion einer kontextfreien Grammatik G' = (V',Y, S, P’) fiir f(L):

Lvi=(Uw)uv
i=1

2.h: (VUX)" - (VU{S1,...5:.})" sei der durch h(A) = A, VA € V und h(x;) = Si, i € [1 : n] festgelegte Homomorphismus.

3. Setze P' = {A — h(a)|A > a € P}U (U P

i=1
also : P’ besteht aus den Produktionen der G;, i € [1 : n], zusammen mit den Produktionen von G, wobei man in den rechten

Seiten dieser Produktionen die z; durch die Variablen S; ersetzt hat.

Sei w = i, s, ... x5 € L und sei weiter w;; € L;,,wiy, € Lsy, ... ,ws; € Ly,.
Dann gilt: S % Si1Siy ... Si, % Wiy Wiy - .. w;, € f(L) und daher gilt: f(L) C L(G").

Umgekehrt: L(G") C f(L).
Ist A % w, A€V, weY" eine Ableitung bzgl. G’, dann gibt es eine Ableitung A % w', w' € X* bzgl. G mit w € f(w').
Es gelte A % w, A€V, weY".
k=1
Dann ist A % w = A % e, a—>e€Pund w=ce= f(e).
k—Ek+1:
Es gelte: A % wo = h(a) _?k? mit A > a € Pund wo = B1...BjyA1Biy+1 ... Big+i; A2 .. . AtBigt iy 141 - - - Big gty
mit Aj €V firje[l:t], t>0und B; € {S1,...,Sp}firi€[l:lo+---+l]undl >0 fiir k€ [0:¢].
Es ist dann w = u1 ... W Wi1lig41 - - - Uig+1, W2 -+« - WeWlg4-ogly_ 141 - - - Uig+---+1, , WODEL gilt:

B; G: w; mit B; = S fiiri € [1:lo+---+1;] und A; % wj mit kj < k fiir § € [1: k]
i
Laut IV gilt fiir j € [1:¢]: 3JA; ::;> wj, wj € X* mit w; € f(w})
Wihle b; € X so, da§ h(b;) = B; gilt fir 4 € [1: lo + - - - + l¢]. Dann ist A — « € P mit

o = b1 “e bloA1b10+1 e blo+11A2 e Atblo+---+lt_1+1 e blo+---+l¢
Es ist u; € f(b;) fiir s € [L:lo+ -+ + 4]

. . 1 .
‘Weiter gllt: A ? (6] =;> b1 . b10w1b10+1 e b10+11w2 . wtb10+...+lt_1+1 .. -blo+"'+1t = w' mit w € f(w'). O
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Beispiel 12.3

X ={0,1}, Y = {a,b,c}, f: X = P(Y), f(0) = {a}, f(1) = {ww"|w € {b,c}*}.
L = {0"1™|n > 1} ist kontextfrei, somit auch f(L) = {a"wiw? ... wo,wF|w; € {b,c}*, i€ [1:n], n>1}.

Korollar 12.4

(a) X sei ein Alphabet und L1, Ly seien kontextfreie Sprachen iiber X. Dann gilt:

)
(1) L1 U Ly ist kontextfrei.

(2) Ly - Ly ist kontextfrei.

(3) L7 ist kontextfrei.

(4) LT ist kontextfrei.

(b) X und Y seinen Alphabete und h : X* — Y™ sei ein Homomorph
Ist L C X* kontextfrei, dann ist auch h(L) C Y* kontextfrei.

ismus.

Bew.: (a) Setze X' = {1,2} und f: X' = P(X"*) mit f(1) = L1, f(2) = L.
Dann gilt: (1) L1 U L2 = f({1,2}) {1, 2} ist kontextfrei
(2) Ly - Ly = f({12}) {12} ist kontextfrei.
(3) LT = f({1}") {1}* ist kontextfrei.
(4) LT = f({1}) {1}" ist kontextfrei.

(b) Setze f: X — P(Y*) mit f(z) = {h(z)},z € X.
Dann ist h(L) = f(L) kontextfrei.

Satz 12.5

Das Komplement einer kontextfreien Sprache L C X™ ist nicht notwe

ndig kontextfrei.

Bew.: Falls das Komplement jeder kontextfreien Sprache wieder kontextfrei wire, dann wire auch fiir die kontextfreie Sprachen
Li,Ly: L1 N Ly = L; U Ly kontextfrei. (Widerspruch, vergleiche 12.1)

Satz 12.6 (LN R ist kontextfrei)
L C X sei kontextfrei, R C X* sei regulir. Dann ist auch L N R kon

Bew.: L werde von dem pda K1 = (Zk,X,T,dk, 2k, Y0, Fx) erkannt.
R werde von dem DFA E = (Zg, X,0E, 25, Fr) erkannt.

textfrei.

Aus K und E wird ein Kellerautomat K> konstruiert, der L N R erkennt:

K, =(Zk x Zg, X, 1,0, (2K, 2E), Y0, FK X FE), wobei ¢ folgendermaflen definiert ist:

V(p,q) € Zx x Zp,Vx € X U{e},Vy € T: (1, be(g, ), @) € 6((p,9),2,7) g-d.w.

Sei w € LN R. w kann in der Form w = a1a2...a, mit a; € X U {e} fiir ¢ € [1 : n] so geschrieben werden, daf} gilt:
Es gibt eine Folge von Zustdnden po = 2, p1,... ,Pn aus Zg, eine Folge von Zustinden go = zg, q1, - - -

von Worten ag = Yo, Q1, ... ,apn aus I'*, mit d5(q;, ait1) = gi+1
1

#',a) € dx(p, =,

(pi, aiQit1 ... Qn,01) 1|<_ (Pi+1,Qi41 - - - Qn,iq1) fiir 2 € [0: n — 1] mit g, € Fg und p, € Fk.
1

7)

,qn aus Zg und eine Folge

1
Also gilt in Ka: ((pi, qi), @it1 - - Qn, Q) II(_ ((Pi+1,9i+1),Qi42 - .- Qn,i41) fiir i € [0 : n — 1], also: LN R C L(K3)
2

Umkehrung entsprechend.

Beispiel 12.7
L = {a™b"a™b"|n > 1} ist nicht kontextfrei.

Bew.: Ann.: L ist kontextfrei.
Wihle k wie im Iterationslemma und setze m = n = k.

Es gilt: a™b"a™b" = a*b*a*b* = wowey mit jvwz| < k, vz £ e.
Es mufl dann wwy € L sein, also vwy = a™'n"1a™2b"2 mit m; = ma,n1 = ne.

Luv#e
. v ist Teilwort der ersten a’s.
v ist Teilwort der ersten a’s und b’s.
. v ist Teilwort der ersten b’s.
. v ist Teilwort der ersten b’s und zweiten a’s.
v ist Teilwort der zweiten a’s.
. v ist Teilwort der zweiten a’s und b’s.
7. v ist Teilwort der zweiten b’s.
II. z # e entsprechend.

Beispiel 12.8
L = {ww|w € {a,b} T} ist nicht kontextfrei.

OOk W N

Bew.: Ann.: L ist kontextfrei.
Setze L' = LNatbTatd® = {a™b"a™b"|m,n > 1}
regular

= L' ist kontextfrei (Widerspruch!)
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Dann ist m; < ma.
Dann ist m; < ma.

Dann ist n1 < na.

Dann ist m1 > ma.
Dann ist mi > mo.
Dann ist m; > ma.

Dann ist n1 > no.

(Widerspruch!)
(Widerspruch!)
(Widerspruch!)
(Widerspruch!)
(Widerspruch!)
(Widerspruch!)
(Widerspruch!)



Kapitel 13

Indizierte Grammatiken und
Ableitungsmodi

Ziel: syntaktische Beschreibung nicht-kontextfreier Sprachen.

Interpretation der Anwendung einer kontextfreien Produktion, z.B.: A — BaC:
Aufruf einer Prozedur A, deren Rumpf aus dem Aufruf einer Prozedur B, dem Schreiben von ’a’ und dem Aufruf eine Prozedur C
besteht.

(I) procedure A()

begin B();
print 'a’; (II) procedure A(x)
Cc(); begin B(x);
end; print 'a’;
C(z);
Diese Prozeduren haben jedoch keine Parameter. end;
Erweiterung: Jede Prozedur wird mit einem Parameter ver-
sehen.

Aktualparameter sollen Woérter iiber einem Alphabet I sei. Diese konnen bis jetzt jedoch noch nicht modifiziert werden. Es soll eine
kelleratige Manipulation zugelassen werden, d.h. am linken Ende eines Wortes soll ein Buchstabe gestrichen oder angefiigt werden
konnen.

(I1a) procedure D(z) (IIb) procedure D(x)
begin E(fz); begin if = fy then E(y);
end; else error;
end;
D — Ef Df - E

Definition 13.1 (Indizierte Grammatik)
Eine indizierte Grammatik ist ein 5-tupel G = (N, T, I, P, S) mit
(1) N,T,I sind paarweise disjunkte, endliche Mengen:
Die Mengen der Nichtterminalen (Variablen), Terminalen (Konstanten) und die Menge der Indizes.
(2) P ist eine endliche Menge von Produktionen, wobei jede Produktion von einer der Formen:
(a) A>«a
(b) A— Bf
(c) Af > Bmit A,Be N,ae (NUT)*, f €1 ist.
(3) S € N (Startvariable)

13.1 Ableitung bzgl. indizierter Grammatiken

Es werden zwei Arten der Parameteriibergabe fiir die Prozedur (II) betrachtet:
»call by Value“
,,call by Reference“

Diese legen einen V-Ableitungsmodus ( *

— ) und einen R-Ableitungsmodus ( &= ) fest.

Der Aufruf von (II) im Modus ,,call by value“ mit Aktualparameter y bewirkt:
Die Prozeduren B, C werden ebenfalls mit dem Aktualparameter v aufgerufen: Ay = B~yaC.

Der Aufruf von (II) im Modus ,,call by reference“ mit dem Parameter v bewirkt:
Die Prozedur B wird ebenfalls mit dem ~ aufgerufen, die Prozedur C jedoch mit einem Parameter ', wobei v' von der
Auswertung von B mit «y abhiingt: Ay &= ByaC (V).
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13.2 Festlegung der Ableitungsmodi

Zunichst werden zwei Operationen :yv und :r definiert:
Sei a = ’ulBlﬂlQI,QBQ,BQ .. .Bkﬂkuk+1 mit B; € N, ,8]‘ € I'* fiir ] € [1 : k] und u; € T* fiir 1 € [1 k+ ].], k> 0.
Esist a € (NI*UT)*
Sei weiter v E I*. Setze A v v = 'LLlBl,Bl’YUQBQﬁQ’Y - Bk,Bk'yuk_H
und A ‘R Y =ulBlﬂl"yU2Bzﬂ2...Bkﬂkuk_H.

Definition 13.2 (Ableitungsmodi)
Seiw €T Ae NyyeI",© € (NI"UT)" und f € I.

V—Ableitungsmodus

Setze u1 "=> u, falls
(a) u1 = wAY0O, us = w(a:v 7)0, A — a € P oder
(b) u1 = wAY0O, us = wBfy0O, A— Bf € P oder
(¢) u1 =wAfy0, us = wByO, Af - B€E P.

R—-Ableitunsgmodus
(a) u1 = wAYO,u2 = w(a® :g 7),A = a € P oder
(b) und (c) wie oben.

v+ \% V_* \%
transitive Hiille von reflexive, transitive Hiille von
LN } { e 0 By } ' { =23

Definition 13.3 (Die im V-Modus erzeugte Sprache)
Ly(G)={wjweT* und S'= w}

Definition 13.4 (Die im R-Modus erzeugte Sprache)
Lr(G)={wweT* und SES w}

Eine Sprache L heifit V—indiziert, wenn L = Ly (G) fiir eine indizierte Grammatik G gilt.
Eine Sprache L heifit R—indiziert, wenn L = Lr(G) fiir eine indizierte Grammatik G gilt.

Bemerkung 13.5
V- und R-Ableitungen sind Linksableitungen.
I =0: V-Modus = R-Modus = Linksableitungen kontextfreier Grammatiken.

Definition 13.6 (Erweiterte, indizierte Grammatik)

Eine erweiterte, indizierte Grammatik ist ein 5—tupel G = (N, T, I, P, S). Hierbei sind N, T, I und S wie in 13.1. Die Produktionen
in P sind von der Form Af -3 ,A€ N, feIU{e}und B e (NI*UT)".

V- und R-Ableitungsmodus und Ly (G) und Lg(G) s.o.

Satz 13.7

G sei eine erweiterte, indizierte Grammatik. Man kann eine indizierte Grammatik G’ konstruieren, so dafi Lv(G’) = Lv(G) und
LR(G') = LR(G) gilt.

Bew.: IT: Af = w1 Biyiu2Ba%2 . .. un BrYntn+1 sei eine Produktion aus G.
(1) Ersetze II durch
1. R(0),  700) ;(0) 1. 10 S .

II' : Af > wiBy usBs ' ... up By 'Unyr und II; : B; ' — Byy; fiiri € [1:n]
(2) Falls f # e ersetze II' durch Af — A und A — ’U413§0)U2B§0) o un B U1
(3) Ersetze II;,4 € [1 : n] durch

Falls v; = fn; ... f1 ist, dann setze éfj) — §§7+1)fj+la jE0:n; —1]

und Bi("i) — B;. O

Beispiel 13.8 .
Sei G = (N, T,1,P,S) eine erweiterte, indizierte Grammatik mit N = {A, B,C, D, E, S}, T = {a,b,8}, I = {a,b, #}

P:S—Ca# | Ch# | e
C — CaD| CbD | D
Da — DaA, Db— DbB, D# — E#$
A - Ea, B — Eb, E—e

Beispiel 13.9 (R-Modus Ableitung)
z; € {a,b}, X; € {A, B}

S R:> Ciil# R:> C.i‘z.i‘l#D R:> L R:> CirpTr_1 . ...i‘l#Dk_l R:> DZypZr_1.. .:il#Dk_l R:> DZg_1.. .:il#kaka_l
15 Di‘k_z . .i‘l#wk_le_lkaka_l R—L> D#$1X1$2X2 e kaka_l 15 E#$$1X1.’I}2Xz e CIZkaDk_l
R_—_> $£E1X1#$2X2 P kaka_l Rﬁ $$1E.@1#.’E2X2 . :L'kaDk_l R_—_> $£L’1.’172X2.’IA31# . :I)kaDk_l
R_—_> $$1.’172E£i‘2§)1# Ce .’Iijka71 R——*—> $z122... BTy . .. 5)1#Dk71 R———> $z122... D3k . .. @1#Dk72
R—i> Sri1xa. .. (I,‘k$.’1}1$2 ... DIy .. .£‘1#Dk_3 R—i> ($IE1$2 . J:k)k_lD.’i‘k 2 R—i> ($.’I}1.’L‘2 - xk)kEﬁk . ﬁ1#

R:> ($£IL’1$2 . :I:k)k

Somit ist Lr(G) = {($w) *'|w € {a,b}"}.
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Beispiel 13.10 (V-Modus Ableitung) ©

S V= Ci# "= Cisi1#Dir# "= Cisdoi1#Ds231#Dir# == Dipip_1...519 Dip_1...51# ... Din#t
V:> Dﬁk_l . IIA91#J}]CX19.’2‘]9_1 . IIA91#(") V:*> D#$1X1#$2X2§21# P .’I}kaaAtk_l . 1‘1#6
V:*> D#$1X1#.’L‘2X2.’i‘1# . J}ka.’i‘k_l . QA}1#® V:> E#$.’L‘1X1#(I)2X2§}1# . .’I}kaJA:k_l - .’21#6
V:> $.’E1X1#$2Xzi1# ... J}kaik_l e IIA91#(") V:> $.’I}1$2Xzﬁ1# ... J}kaik_l e :ﬁl#@ V:*> $.’I}1$2 ... J}k(")

*
V:> $.’E1$2 .. ..’I:k$.’l:1 .. .J;k_1$ .. .$IE1

Somit ist Ly (G) = {$z1 ... zx8z1 ... 218 ... $z1|z; € {a,b},i €1 : K],k > 0}.
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Kapitel 14

Eigenschaften V—indizierter Sprachen

Beispiel 14.1

S
G = (N,T,1,P,S) mit / ,Y\f\
N ={S, A, B}, a 1 c
T= {az b: C}, / \J/ \
g: {f;{f} a Ab T, c
P: — aAfic
A — aAfac|B /Afw f\
Bfi »b, Bfs—bB a bh ¢
V-Modus und R—-Modus sind identisch, da auf der sz f2 f1
rechten Seite hochstens eine Variable auftritt. / V/
Ableitung: S = aAfic = a?Afsfic? = a®Afs fo frc® b Bf, f;
= a®Bfofofic® = a®bBfafic® = a*b’Bfic® = a®b3c3. / q/
) b Bf,
Es ist Ly (G) = Lr(G) = {a™b"c"|n > 1} V/
b
Satz 14.2

Jede kontextfreie Sprache ist eine V-indizierte Sprache.
Es gibt V-indizierte Sprachen, die nicht kontextfrei sind.

Bew.: Eine kontextfreie Grammatik kann als V-indizierte Grammatik mit I = () aufgefafit werden.
{a"b"c"|n > 1} ist V-indiziert, aber nicht kontextfrei.

Beispiel 14.3

G = (N,T,I,P,S) mit N = {S,T,A,B,C}, T = {a,b}, I ={f1, f} und

P: S—)Tfl Af1—>a Af2 — aA
T —Tf|ABA Bfi —b Bfy - aBCC
Cfi—b Cfa = bC
Ableitungsbaum fiir a?b*a: s
V
v
V
a AL b Bf Ci Cf AL a
v Voo V
a b b b a

Es gilt fir alle n > 1: (1) Af? ' fi "= w,w € X* <= w =a"
Q) Cf'H "= wwe X = w=>b"
(3) B ' s wyw e X* = w=0b""
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(1) und (2): klar.
(3) n.=1: (Klar)

n—=n+1 Bfffi Y= bBfr~ — pnit2ntl

VROBTRCHET R S WO AT A S

Es ist Lv (G) = {a"b"
Daf} sich aus Bfy

c*|ln > 1}
~1f1 genau ™" herleiten 148t, beruht auf folgender Teilung von n?*:

n—1
n=n+n’—n=n+2(2 ) =n+2Y i=n+2-14+2-2+...4+2-(n—1)

i=1
Veranschaulichung fiir n = 4:

BL, 4 f

// \\
Bf, % & Cobh Chbi

/W\\ v V

Bf, f, ChLf CLE b’ b
/W\\ o

Bf Cf Ci b° b

U A

b b b

Definition 14.4 (v-i pda)

Ein V-indizierter Kellerautomat (V-i pda = V—-indexed pda) ist ein 9—tupel A = (Z, X,T'1,T', 4, 20, Ao, go,

FCZ
§:Zx (XU{e}) xT1 x(T2U{e}) 5 Pp(Z x (T'1 x T3)*)
Ein Tupel (z,w,0), z € Z, w € X*, O € (I'1 x I';)* heifit Konfiguration von K.

Relation F auf den Konfigurationen:

(z,xw, (Aag')/)@) F (z’awa(Blﬂlgl’Y)"'(B‘*"aBT’Y)@) gdW (zla(Blugl)"
2,72 €Z, veXU{e}, weX*, ABy,...,B. €Ty, go€T2U{e}, 7,041,

(Menge der Endzusténde)
(Uberfiithrungsfunktion)

(1) Z eine endliche Menge (Zustandsmenge)
(2) X eine endliche Menge # 0 (Eingabealphabet)
(3) Iy eine endliche Menge (Kellersymbole)
(4) TI': eine endliche Menge (Indizes)
(B) z20€Zz (Anfangszustand)
(6) ApgeTly (Anfangs—Kellerbelegung)
(7) goeTyU{e} (Anfangs-Index)
)
)

-(Br,Br)) € (2,2, (A, g)) fiir

,Br €15, r>0und © € (T'1 xI'5)*

- b(n+1)2

F). Hierbei ist:

X

v |

—

:

_ :
Ag|v| ’_/r B

n + *
F, F, F: n-faches Produkt, transitive und reflexive, transitive Hiille.

L(K) = {w|w € X* und (20, w, (Ao, go)) Pi* (2,e,0), z € F}
L.(K) = {w|w € X* und (20, w, (A0,90)) F (z,e,¢e)}

Beispiel 14.5

K= (Z’ X,T1,T2,4, zO:A0’907G) mit Z = {20731732123}1 X = {a: b, C}: I = {A’A0}7 = {g3g0}7 F= {ZO}

¢ ist folgendermaflen definiert:

(1) 6(z0,a,(A0,e)) = {(z1,(A0,9))}

(2) d(21,a,(Ao,e)) = {(z1,(A0,9))}

(3) d(21,b,(A0,9)) = {(22,(4,e)(Ao,9))}

(4) 6(22,6,(A,9)) = {(22,(4,¢))}

(5) d(22,¢,(A,90)) = {(z3,€)}

(6) 6(33 Cy (A(), )) = {(Z3,(A0,6))}

(7) 5(Z31 1(A0790)) = {(Zo,e)} )

Gebe ab®c® ein: (z0,a®b%c?, (Ao, go)) F (z1,a%%c?, (Ao, 990)) [ (zl,b3 , (Ao, 9%90))

F (22,b%c*, (Ag”g0) (Ao, 9°90)) '; (22,¢%, (A, 90)(Ao, g°g0))
F (23,¢%, (Ao, g°g0)) F (23,¢, (Ao, 90))

F (z,ee)
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Satz 14.6
(a) Sei L = L(K) fiir einen V-i pda K. Dann gibt es einen V-i pda K’ mit L = L.(K").
(b) Sei L = L.(K) fiir einen V-i pda K. Dann gibt es einen V-i pda K’ mit L = L(K").
Satz 14.7

Eine Sprache ist genau dann V-indiziert, wenn sie von einem V-i pda akzeptiert wird.

Beispiel 14.8
K, = (ZaXthP?a‘Sa ZO:AygaF) mit Z = {Z(),Z1,Z2}, X = {110}5 I, = {A}: Iy = {f:g}a F= {ZZ}

¢ ist folgendermaflen festgelegt:
(1) 6(20,1,(4,9)) = {(20,(4,f9))}
(2) 0(20,1,(A, f)) = {(20,(A, ff))}
(3) 0(z0,¢,(A, f)) = {(21,(A,€)(A, f))}
(4) 6(21,1, (A, f)) = {(Zh(A e))}
(6) d(z2,¢,(A,f)) = {(31,(A e)(4, )}

Esist L(K1) = L1 = {1"(c1™)*|n > 1,k > 1}

Arbeitsweise von K;: )
b Es werden n — 1 Einsen gelesen:
Es werde 1" (c1™)" eingegeben.

Die ersten n Einsen werden gelesen, dann: C)
) @
A g
n
Al T g
f" g
A Es wird eine weitere Eins gelesen:
Es wird ein c gelesen. d)
j @
@ n-1
Al T g .
Al g
f" g
A Jetzt kann akzeptiert werden (kK = 1). Falls £ > 1, wird

ein weiteres ¢ gelesen und die Situation b) hergestellt.

Beispiel 14.9
K, = (Z7X1F17P2157 zOvongv F) mit z = {z07z17z21z3}7 X = {110}1 I = {A07A}7 I = {fag}7 F= {Zg}.

§ ist folgendermafien festgelegt:
(1) d(z0,1, (Ao, f)) = {(20, (A0, ff))}
(2) (20,1 ,(Ao,g)) = {(2o0, (Ao, f9))}
(3) d(z0,¢,(Ao, ) = {(20, (4, f)(Ao, £))}
(4) 6(z0,€,(A, f)) = {(20,(4,€)(Ae))}
(5) 5(30,6,( 9) = {(21,8)}
(6) d(z1,e,(A,g9)) = {(22,¢)}
(7) (22, (A ) = {(22,(4,e)(4,€))}
(8) d(22,1,(A,9)) = {(22,(4,9))}
(9) d(22,¢,(A,9)) = {(22,¢)}
(10) 6(22,1, (Ao, f)) = {(22,(4,€))}
(11) 0(22, €, (Ao, 9)) = {(zs,e)}
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d)

2" —1 @ A f g

Esist L(K2) = Ly = {1" [] cwilwi € 1%, wan_1 =1", n > 1}

i=1

2
AT g
Arbeitsweise von Kj:
2" —1
Es werden 1" [] cw;, w; € 1%, wym_1 = 1" eingegeben.
i-1 2
A g
a)
f n-1

AT
n n
fo g Al 9

Ao

Es wird ein ¢ gelesen, dann (n > 1): Mit Hilfe von (7) werden fiir den obersten Exponenten 1 (=ober-
ster Eintrag) (4, fg) 2' = 2 Eintiige (4, g) erzeugt.

b)
€)
n
Al 9
SR
Al 9
Insgesamt diirfen 2" — 1 ¢’s gelesen werden.
n—1 2
Esgilt 2" —1=2042' 42 ... 42" = ¥ 2 Al f g
i=0
Es wird jetzt n-mal (4) angewendet:
c)
n-2
Al g
Al Y Al f™ g
Al Y A, f" g
A f g Bei einem obersten Eintrag (A, g) koénnen im Zustand zp mit

Hilfe von (8) beliebige viele Einsen eingelesen werden ohne die
2 Kellerinhalte zu dndern.

A f g Dies wird mit Hilfe von (9) durch Lesen eines ¢’s und Streichen
des obersten Kellereintrages beendet.

f)

[ ®
Al Y

Al f™ g

f2
fn g A g

Ao

Durch Anwendung von (5) und (6) werden die beiden obersten
Eintrige von (A, g) gestrichen.

Man gelangt iiber den Zustand z; in den Zustand z». A g
n-1
Al g
n
Al 9
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Mit Hilfe von (8) konnen jetzt wieder beliebig viele Einsen ge-
lesen werden, ohne den Kellerinhalt zu dndern.

Dies wird wieder mit (9) durch Lesen eines ¢’s beendet. 2! :
) Allgemein gilt: (22, H wic, (4, f1g)) F (22,e,¢).
g ;

1=1: (2’2,11)1011)26, (A fg)) ist klar.
[—=1+1:
@ 2l+1 2l+1
A f2 g (zz, H wic, (A fl+19)> (Zz, H wic, (4, f'g )(A7fl9)>

= 22, H wica(A:flg) (I';/) (ZQ:C:C)

o~

avy i=2t41
Daraus ergibt sich:
n-2 n_
A f g 2" —2 . : .
20,€ H wic, (Aof"g) | F (22,€, (Ao, f"9))
A fl g Mit Hllfe von (10) und (11) ergibt sich dann

(Z271n (A07fng)) }_ (Z27 (A07g)) |_ (Z37e 6)

Al T" g

Abschlufleigenschaften fiir V-indizierte Sprachen

an_1
LiNLy; =41 J] c1®|n > 1 ist keine V-indizierte Sprache.

i=1
also: Der Durchschnitt zweier V-indizierter Sprachen braucht nicht V-indiziert zu sein.

Satz 14.10

(a) L sei eine V-indizierte Sprache. Dann ist auch L* V-indiziert.
(b) L1 und L, seien V-indizierte Sprachen, dann sind auch L; U Ly und L; - Ly V-indiziert.

Satz 14.11
(a) L C X~ sei eine V-indizierte Sprache und R C X~ sei eine regulire Sprache. Dann ist auch L N R V-indiziert.

(b) L C X™ sei eine V-indizierte Sprache und h : X* — Y* sei ein Homomorphismus. Dann ist auch h(l) V-indiziert.
(¢) L CY” seieine V-indizierte Sprache und h : X* — Y™ sei ein Homomorphismus. Dann ist auch h~*(L) V-indiziert.

Satz 14.12
Jede V-indizierte Sprache ist eine R-indizierte Sprache. Es gibt R-indizierte Sprachen, die nicht V-indiziert sind.

Bew.: Die Sprache Lr(G) = {($w)"!|w € {a,b}*} (vgl. Beispiel 13.6) ist keine V-indizierte Sprache.
(Kann mit einem Iterationslemma gezeigt werden)

G = (N,T,1,P,S) sei eine indizierte Grammatik.
Wir konstruieren eine indizierte Grammatik G' = (N', T, I, P', ) fiir die gilt Lv(G) = Lr(G’).
Setze N' = N U{P;,Cy|f € I}U{Bf,Bf|B€ N, f € I} U{E}
P’ wird folgendermafien festgelegt:
Ist A—>a, AEN, a€ (NUT)" aus P, dann ist auch A — « aus P’
Die Variablen Py und Cy werden dazu benutzt, den Index f zu produzieren bzw. zu konsumieren.
(1) Py — Ef und Csf — E sind fiir jedes f € I in P'.
Weiter ist E — e aus P'.
Die Indexproduktionen A — Bf und Af — B aus P fiihren auf folgende Produktionen in P':
(2) Ist A —» Bf aus P, dann sind A — Bf f und Bf — BCy aus P'.
(3) Ist Af — B aus P, dann sind Af — Bf und Bf — BP; aus P'.

Erlduterung: G besitze die Produktionen:
A — BC Bf - D D — Ch

C—a (und weitere).

Dann besitzt G' die Produktionen (und weitere):
A —= BC C —oa

(1)Pf — E_f P, — Eh E — e
Cif— E Crhh — E

2D — Cfh Cy — CCh

(3)Bf — Df Df — DPy

Teil einer V-indizierten Ableitung bzgl. G:

Afg v Bfg-Cfg + Dg-Cfg - Chg-Cfg F a-Cfg

Teil einer R-indizierten Ableitung bzgl. G':

Afg + Bfg-C + Dfg-C + Dg-P;-C + C{hg-P;-C + Chg-Ch-P;-C + a-Crhhg-Ps-C + a-Eg-P;-C F a-e-Prg-C +
a-e-Efg-C F a-e-e-Cfg
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Sprachhierarchie

kontext-

frei V-indiziert |R-indiziert

Zu den R-indizierten Sprache:

Grammatik G = (V, X, S, P) (siehe Definition 1.4)

P = endliche Menge von Produktionen (u,v) und u,v € (V U X)* und u enthélt mindestens eine Variable.

Schreibweise: u — v

Grammatiken dieses Types heilen Typ-0-Grammatiken (allgemeinster Begriff einer Grammatik)

Erzeugte Sprachen = Type-0-Sprachen ( = von Turing-Maschinen akzeptierte Sprachen = rekursiv auszihlbare Sprachen)

Satz 14.13
Die Typ-0-Sprachen sind genau die R-indizierten Sprachen.

Definition 14.14 (kontext-sensitiv)

Eine Grammatik G = (V, X, S, P) heifit kontext-sensitiv oder Typ-1-Grammatik, wenn alle Produktionen, aufler evtl. S — e, von
der Form A3 — ayB mit A € V,a, 8,y € (VUX)",|y| > 1sind. Ist S — e € P, dann tritt S in keiner rechten Seite einer Produktion
auf.

Satz 14.15

Jede V-indizierte Sprache ist kontext-sensitiv. Es gibt kontext-sensitive Sprachen, die nicht V-indiziert sind.
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Kapitel 15

Lineare Sprache

Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, S, P) heifit linear, wenn alle Produktionen von der Form A — uBv oder A - umit A, BE€V
und u,v € X* sind.

L = {a™b"|n > 1} ist linear kontextfrei, aber nicht rechtslinear, also:
(a) Jede rechtslineare Sprache ist eine linear kontextfreie Sprache.
(b) Es gibt linear kontextfreie Sprachen, die nicht rechtslinear sind.

Frage: Ist jede kontextfreie Sprache eine linear-kontextfreie Sprache?

Definition 15.1 (gsm)
Ein gsm (generalised sequencial machine) ist ein 6-Tupel S = (Z, X,Y, 4, A, z0) mit:

1) Z ist eine endliche Menge (Zustandsmenge)

2) X ist ein Alphabet (Eingabealphabet)

3) Y ist ein Alphabet (Ausgabealphabet)
4)6:ZxX > Z (Uberfithrungsfunktion)
B)A:ZxX YY" (Ausgabefunktion)

6) 20 € Z (Anfangszustand)

Erweiterung von 4 zu §:Z x X* = Z durch:
Vz€ Z:0(z,e)=¢ B B
Vz € Z, Vu € X*, Vz € X : §(z,uz) = (6(z,u), x)

Erweiterung von A zu A:Zx X* =Y durch:

Vz€ Z:Az,e)=¢ _ _

Vz € Z, Vu€ X", Ve € X : Az, zu) = Az, 2)A\(d(2, z),u)

Definition 15.2 (Ubersetzung eines gsm) _
S=(2,X,Y,0, ) 20) sei eine gsm und L C X*. Die Ubersetzung von L bzgl. S ist die Sprache S(L) = {A(z0,w)|w € L}

Satz 15.3

. reguldr . regulédr
S, L wie oben. Ist L { Kontextfrei }, dann ist auch S(L) { Kontextfrei }

Satz 15.4
X sei ein Alphabet, L', L' C X* und ¢ ¢ X. Ist dann L'cL” eine linear kontextfreie Sprache, dann ist L' oder L regulir.

Bew.: G = (V,X U{c}, S, P) sei eine linear kontextfreie Grammatik mit L = L(G) = L'cL”.
0.B.d.A.: Jede Variable A € V kommt in mindestens einer Ableitung eines terminalen Wortes vor.
Man lege zwei gsm’s S1 = ({z0, 21}, X U {c}, X, 1, A1, 20) und S2 = ({20, 21}, X U {c}, X, 02, A2, 20) folgendermaflen fest:

x|x cle x|e cle
/\x|e /\x|x
— (=) —= (=)

Es gilt: S1(L'el’) =L’ Sa(L'eLl") =L"
Aufgrund der Annahme iber G gilt:
Aus A€V, we (XU{c})" und A == w folgt: w enthilt hichstens ein c.
Setze V. = {A|A €V, 3A == w, w € X"cX*}
Gilt A = uBv, dann
(a) uv enthalten hochstens ein c.
(b) enthélt v ein ¢, dann ist B ¢ V,
Zerlegung von P in vier disjunkte Teilmengen:
Ph={A—ulue X*"}U{A > uBv|BeV, u,v e X"}
P, ={A - ucv|u,v € X*}
P, ={A — uicu2Bv|B € V, ui,u2,v € X*}
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Es gilt: In einer Ableitung A == w,w € L, konnen Produktionen aus Py und genau eine Produktion aus Py U P, U Ps

P3; = {A - uBuvicvz|B €V, u,v1,v2 € X"}

angewendet werden.

Setze G1 = (V,X U {c}, S, PoU P1)

Gy =(V,XU{c},S, PhUP)
G3 = (V:X U {C},S, Py U P3) und L; = L(G;) firz e [1 : 3]

Es gilt: L = L ULy U Ls.

Beh. 1:
Bew.:

Beh. 2:

Bew.:

S1(L1), S1(Lz) und S3(L3) sind reguldre Sprachen

Gy =(V,X, S, P]) mit P, = {A — uB|A — uBv € Py} U{A — u|A — ucv € P1} erzeugt Si(L1).
Gy, = (V,X,S,P}) mit Pj = {A — uB|A — uBv € P} U{A = u1|A = uicus Bv € P>} erzeugt S1(Ls).
Gy = (V, X, S, P;) mit P = {A — Bv|A = uBv € Py} U{A — v2|A — uBuvicv2 € P3} erzeugt S2(Ls).

Esist L = L'¢cL” = L1 U Ly U Ls. Also:
(1) L' = S1(L) = S1(L1) U S1(L2) U S1(Ls)
(2) L" = So(L) = S2(L1) U S2(L2) U Sa(L3)
Insbesondere gilt: S2(Ls) C L”
Es gﬂt L = Sl(Ll) U Sl(Lz) oder L' = S2(L3).
Esist S1(L1) US1(Ls) C L'
Sei S1(L1) US1(L2) € L', also Jw € L\ (S1(L1) U S1(L2)). Es ist:
(3) we L' - L'¢l” =L, ULy U Ls.
Aus Si(weLl”) = w ¢ S1(L1) U S1(Ls) folgt
4 weLl'N(LiUL) =0
Aus (3) und (4) folgt: w € L"” C Ls, also Sz2(weL”) = L" C S2(Ls)
Wegen (2) folgt: L"” = S2(Ls).

Aus Beh. 1 und Beh. 2 folgt die Aussage des Satzes.

Korollar 15.5
X sei ein Alphabet, ¢ ¢ X und L C X*. Ist LcL linear kontextfrei, dann ist L regulir.

Satz 15.6

Es gilt kontextfreie Sprache, die nicht linear kontextfrei sind.

Bew.: Betrachte G = ({S,T}, {a,b}, S, P) mit P = {S — TcT,T — aTble}.

Dann ist L(G) = LeL mit L = {a™b"|n > 0}
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Kapitel 16

Selbsteinbettende Grammatiken

Frage: Warum erzeugen kontextfreie Grammatiken mehr Sprachen als rechtslineare Grammatiken?

Definition 16.1 (selbsteinbettend)

Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, S, P) heifit selbsteinbettend, wenn es ein A € V gibt mit A =t aAf mit o, 8 € (VUX)T
Eine kontextfreie Sprache L heifit selbsteinbettend, wenn jede kontextfreie Grammatik, die L erzeugt, selbsteinbettend ist.

Eine kontextfreie Sprache L ist nicht selbsteinbettend, wenn es eine kontextfreie Grammatik fiir L gibt, die nicht selbsteinbettend ist.

Bemerkung 16.2

G = (V, X, S, P) sei eine kontextfreie Grammatik.

Jede Variable A € V komme in mindestens einer Ableitung eines terminales Wortes vor (L heifit dann reduziert).
Dies ist dquivalent zu:

(a) Jede Variable A € V kann von S aus erreicht werden.

(b) Aus jeder Variablen A € V kann ein terminales Wort abgeleitet werden.

G = (V, X, S, P) sei eine beliebige kontextfreie Grammatik mit L(G) # 0.
Man kann eine dquivalente, reduzierte Grammatik G' = (V’, X, S, P') konstruieren. Es ist V' CV und P’ C P.
Ist G = (V, X, S, P) eine nicht selbsteinbettende Grammatik, dann ist G’ ebenfalls nicht selbsteinbettend.

Satz 16.3

Eine Sprache L ist genau dann reguldr, wenn L eine nicht selbsteinbettende, kontextfreie Sprache ist.

Bew.: Sei L regulsir = L = L(G) und G ist rechtslinear.
Eine rechtslineare Grammatik ist nicht selbsteinbettend.

Sei L kontextfrei und nicht selbsteinbettend.
L = (: (klar)
L # 0: Sei G = (V, X, S, P) eine nicht selbsteinbettende, reduzierte Grammatik mit L = L(G).
Es werden zwei Félle unterschieden:
Fall L VA€V 34 = aSB8 a,B€(VUX)
Fall 2: 3A€V  AA = aSB o, B€ (VUX)*
zu Fall 1: Jede Produktion aus P ist von mindestens einer der Formen

(1) A — aBp ABeV

(2) A— aB a,Be(VuXx)t
(3) A — Bp u€ X*

(4) A—B

(5) A—>u

Es gilt: P enthilt keine Produktionen vom Typ (1), dazu:
Ann: P enthalte eine Produktion A — aBf, a,8 € (VUX)* B

IB = a1SB1, a1, € (VUX)* und, da G reduziert ist,
gilt: § == arAfB2, az,B2 € (VUX)*
Insgesamt: A — aBf = aa15618 = aaias AB2B10.

#e #e
= @ ist selbsteinbettend (Widerspruch!). A
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Es gilt: P enthilt nicht gleichzeitig Produktionen vom Typ (2) und (3), dazu:
Ann.: P enthalte eine Produktion A — B, C — D@ mit o, 3 € (VU X)T
IB = aSB1, a1,B1 € (VUX)*. Da G reduziert ist, gibt es
S = asCf2, az,B2 € (VUX)*. Weiter gilt: C
ip = a3SPBs, as,Ps € (VUX)* und
S == 4APs, ou,b4 € (VuXx)* D
also: A ist selbsteinbettend (Widerspruch!) B

Es gilt: Wenn P eine Produktion A — aB vom Typ (2) enthilt, dann ist « € XT.
Ann.: a ¢ X7, damit ist a = $1CB2
a) Sei 1 # e, dann ist A - 1CB2B vom Typ (1) (Widerspruch!)
b) Sei 1 = e, dann ist A — Cf2B sowohl vom Typ (2) als auch vom Typ (3). (Widerspruch!)
Es gilt dementsprechend: Wenn P eine Produktion A — BB vom Typ (3) enthilt, dann ist 3 € XT.
Also: P enthilt nur Produktionen vom Typ (2),(4),(5) oder vom Typ (3),(4),(5), also: L(G) ist regulér.

zu Fall 2: Durch Induktion iiber |V| wird gezeigt:
G =(V, X, S, P) sei nicht selbsteinbettend, reduziert und es liege Fall 2 vor, dann folgt: L(G) ist regulir.
a) |[V| =1 (klar)
b) Die Behauptung gelte fiir alle G = (V, X, S, P) wie oben mit |V| < n.
Sei G = (V, X, S, P) wie oben und |[V|=n+1
Sei A€V mit AA == aS3 (Esist A# S).
Setze Gy := (V \ {A}, X U{A}, S, P1) mit P, = {B — ala € P und B # A} (Es ist L(G1) # 0)
Setze G2 := (V\{S}, X, A, ) mit P, ={B > a|B—>a€P, B£S, a€ (V\{S}UX)*} (Esist L(G2) # 0)
Reduziere G1 zu G7 und G2 zu G5.
liegt Fall 1 vor, dann ist L(G1) = L(G7) regulir.
liegt Fall 2 vor, dann ist L(G1) = L(G7) nach IV regular.
entsprechend fiir G5.

Fir G

Es gilt: Eine Ableitung S : w kann aufgeteilt werden in S : w1 Aug Aus . . . Up Ap 1 => U1w1U2’U)2’U,3A U Wi, U 41-
Betrachte folgende Substltutlon p: XU{A} - P(X™) mit ga(:c) = {z} fir z € X und p(4) = L(Gz)
 ist eine regulire Substitution.
L(Gh) ist eine reguldre Sprache iiber X U {A}.
Es gilt: Regulire Sprachen sind abgeschlossen gegeniiber reguldren Substitutionen, also ist ¢(L(G1)) = L(G) regulir.
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Kapitel 17

Semilineare Mengen und der Satz von
Parikh

Variante des Iterationssatzes fiir kontextfreie Sprachen:

Definition 17.1 (Paring Lemma)
Fiir jede kontextfreie Grammatik G = (V, X, S, P) gibt es eine ganze Zahl k > 1, so da8$ fiir jedes | > 1 gilt:
Fiir jedes w € L(G) mit |w| > k' gibt es Worter v1,vs, vs, Va1, - - . , Va1, Va1, ... ,vg € X* und A € V mit:
1) S =*> 'UlA'UQ :*> ’U1U21AU41’U5 :*> ’U1’U21’U22A’U42’U41U5 :*> V1V21 ...’U21A1}4l ... V41V5
é V1V21 ...0U2]V3V4] ...V41V4.
2) v2V4; # e fir 1 € [1 : l].
3) |va1 ... V23V . . . Va1V5| < K.

Es gilt: [ =1 : Iterationslemma fiir kontextfreie Grammatiken (Sprachen).
Beweisidee (sonst): In einem Ableitungsbaum eines Wortes w mit |w| > k' gibt es einen Weg von der Wurzel zu einem Blatt, der
mindestens (I + 1)-mal eine Variable A enthilt.

N: Menge der nichtnegativen, ganzen Zahlen ist kommutatives Monoid bzgl. +.

Sei a = (a1,... ,a,) € N* und b = (b1,... ,bn) EN*, n > 1.

Setze a +b:= (a1 + b1,... ,an + bp) und m - a := (ma1,...ma,), m € N,

Definition 17.2 (semi-lineare Teilmenge, Parikh-Abbildung)

Seien ag, a1,... ,am (m > 0) n-tupel aus N*. Die Menge {ao +n1-a1+...+nm -am|n; € Nfiir j € [1: m]} heifit lineare Teilmenge
von N".

Die Vereinigung endlich vieler linearer Teilmengen von N* heifit semi-lineare Teilmenge von N"*.

Sei X = {a1,a2,...,an} ein Alphabet.
Die Abbildung ¥ : X* — N" sei folgendermaflen festgelegt: ¥(w) = (|w|ay, [Wlas, - - -, [W]an )-
Hierbei ist |w|q; die Anzahl des Auftretens von a; in w.
¥ heifit Parikh-Abbildung.
Es gilt: ¥(wiws2) = ¥(w1) + ¥(w2) = ¥(wz) + ¥(w1) = ¥(wawn).
Fiir L C X~ setze ¥(L) = {¥(w)|w € L} “Parikh-Bild von L”, “¥-Bild von L”
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Beispiel 17.3
L = {a™b"|n > 0}, dann ist ¥(L) = {(n,n)|n > 0} = {(0,0) + n(1,1)|n € N} ist (semi)-lineare Teilmenge von N?.

Definition 17.4 (buchstabeniquivalent)
Zwei Sprachen Ly, Lo C X* heifilen buchstabeniquivalent, wenn ¥(L;) = ¥(L,) gilt.

Satz 17.5

Sei L C X*. Dann ist ¥(L) genau dann semi-linear, wenn L buchstabeniquivalent zu einer reguldren Sprache ist.

Bew.: Sei ¥(L) C N* semilinear, also:
(L) = My UM, U...UM,, M;linear, i € [1:1], 1 >0
Sei M; = {(17;0 + n1a41 + ...+ Nir; am|n¢j eN je [1 : ’l“i], r; > 0}
Vi0, . .. ,Vir; Seien Worter aus X™* mit ¥(v;;) = asj, j € [0: 7).
Setze G = (V, X, S, P) mit V = {S, A1, ..., A;} und folgenden Produktionen:
P:S — A1||A1
Ai = Asvgjlu fiir j€[1:m], i €[1:1]
G ist semilinear (bis auf die singliren Produktionen), also ist L(G) regulir und es gilt: ¥(L(G)) = ¥(L)

Umgekehrt: Es wird gezeigt: Jede regulére Sprache hat semilineare ¥-Bild.
Es sind ¥ (@) = und
¥({a;}) ={(0,...,0,1,0,...,0)} lineare Mengen.
Es wird jetzt gezeigt: ¥(L1), ¥(L2) und ¥(L) seien semi-linear, dann sind auch
(1) ¥(L1 U L)
(2) (L1 - L)
(3) w(L*) semi-linear.
zZu (1): Sei \I’(Ll) =M U...U M1l1 und \II(LQ) =M U...U M212.
My, , Msj, sind linear fiir j; € [1:l1], j2 € [1: 2], 11,12 > 0.
Es ist \I/(L1 U Lz) =MU...U M111 UM U...U ]\4'212 semilinear.
zZu (2): Es ist \I/(Ll . L2) = \IJ(Ll) + \IJ(Lz) = (M11 U...uU Mlll) + (le U...uU M212):
(M11 + M21) U ... U (M1 + My,)U
(Mi2 + Ma1) U ... U (M2 + My, )U

(M, + Ma1) U...U (M, + Ma,)
Es gilt: M1, M> linear = M3 + M> linear.
zu (3): ¥(L) sei zunéchst linear.
\II(L) =M mit M = {ao + nia1 + ...nlal|ni eEN € [1 : l], 1> 0}
Dann ist ¥(L*) = {0} U {ao + noao + n1a1 + ... + mailn; € N, ¢ € [0 : ]} semi-linear.

Sei ¥(L) =M1 U...U My, M; linear, i€ [1:m], m >0
Induktion: m=0: ¥(L) = 0, also L =0 und ¥(L*) = ¥(0*) = ¥({e}) = {0} linear.

m=1: s.o.
m>2: Esist L=L; ULy U...U Ly, mit ¥(L;) = M;, 1 € [1: m].
Die Sprachen LI, L5, ... ,L;, haben semilineare Bilder bzgl. ¥, also:

W(LiL5...L},) =U(LT) + ¥(L5) + ...+ ¥(L},) semilinear.
U(L*) =¥ (L1 ULyU...ULp)")=¥(LiL;5...L;,), also ist ¥(L) semilinear.

Satz 17.6 (Satz von Parikh)
Fiir jede kontextfreie Sprache L ist ¥(L) semilinear.
(Es ist also jede kontextfreie Sprache buchstabeniquivalent zu einer reguldren Sprache).

Bew.: Sei G = (V, X, S, P) kontextfrei mit L = L(G).
k sei die Konstante aus dem Paring-Lemma.
Sei @ € (VUX)". Setze v(a) = {A|A € V und A tritt in o auf}.
Erweiterung von v auf Ableitungen: Sei ® : o1 = a2 = ... = «,, eine Ableitung.

Setze v(0©) = |J v(a)

i=1
SeiU CV mit SeU.
Setze Ly = {w|jw € X* und 30 : § == w mit v(0) = U}.
Esist L =] Lu-
U

Es geniigt zu zeigen: Fiir jedes U ist ¥(Ly) semilinear oder
fiir jedes U ist ¥(Ly) buchstabendquivalent zu einer regulidren Sprache.
Sei |U| = 1. Setze F = {w|w € Ly und |w| < k'}.
Betrachte die endliche Menge {uv|u,v € X*, 3B €V, 30 : B = wuBv, v(0) C U, |uwv| < k'}.
Die Elemente dieser Menge werden durchnummeriert als si, S2,... , Sm.
Es wird gezeigt: Ly ist buchstabeniquivalent zu F'sy ... sy,.
1. Beh.: ¥(Ly) C ¥(F'sT...s5,).
Bew.: Induktion iiber n = |w|, w € Ly.
n=0: w=e,alsow=ec€F,alsow=c€ Fs]...s),.
n—n+1l:Sel|w=n+1.
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a) |w| < k' (klar nach Induktionsvoraussetzung).
b) |w| > k. Da w € Ly, gibt es eine Ableitung © : § == w mit v(0) = U.
Da |w| > k', kann © umgeordnet werden in eine Ableitung ©' (s. Paring-Lemma)

* * * * *
S = 1)1A1)5 — 1)11)21A1)41’U5 —_— ... — U1V21... 1)21A1)4l .. V4105 — V1VU21 ...0U2]V3V4] ...V41VU5.
1} 01 O2 ] Q41
I+1

Esist v(©) = |J v(©;) = U.
i=0
Jede Variable U \ {A} kommt in mindestens einem v(©;) vor, ¢ € [0: ] + 1].
Fiir jede Variable aus U \ {A} wihle ein ¢ € [0 : [ + 1], so daf v¥(©;) diese Variable enthilt.
Es gibt genau ! — 1 Variablen in U \ {A}, also: mindestens ein ¢ € [1 : [] wurde nicht ausgewiihlt. Dieses sei 4.
wihlt. Dieses sei ig.
@" M S :*> V1V21 .. - V245 —1V24i5+1 - - .U215v41 « oo V4ig+1V4i9—1 . - . V41VU5 = ’LU’.
Es ist v(©") = U, also ist w' € Ly. Weiter ist |w'| < |w| = n + 1, also gilt (It. IV): ¥(w') € T(Fsi...s,).
w' V21,4, it Permutation von w.
Es ist v2i,v4i, = s; fiir ein j € [1 : m], also sjv2iyv4i, C s; und damit gilt:
U (w) = U(w'vaigvaig) € W(FST ... 8mU2,045) C U(FsT...80).

2. Beh.: ¥(F'si...sy,) C ¥ (Ly).
Bew.: Seiw € Ly und i € [1: m].
Es ist s; = uv und es gibt B € V mit © : B = wBv mit v(0) C U. (Es ist insbesondere B € U.)
Da w € Ly gibt es eine Ableitung ©' von w mit v(©’) = U, in der auch B vorkommt, 0.B.d.A.
0 :S = uBv = uwv = w.
Dann gilt auch: ©” : § = BT = wuBvo = Tuwws = w' mit v(0") = U, also ist w’ € Ly.
Weiter gilt: U(w') = U(ws;).
Also: Ist w € Ly, dann gilt: Fiir jedes s; gibt es ein w’ € Ly mit ¥(w') = ¥(ws;).
Durch wiederholte Anwendung dieser Aussage ergibt sich:
Ist wsT?...sp™ € Fsi...s), (w€ F), dann gibt es ein @ € Ly mit ¥(wsT? ... spm) = (D).
Also: ¥(F'sy...s;,) C¥(Ly). O
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