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Kapitel 1

Elementare Kombinatorik

1.1 Rechenregeln

Seien n,m € N und a;, n < i < m eine Folge reeller Zahlen.

m 0 firm<n
. = m—1
(1) Ena’ - ( > a,-) +am sonst

i=n

m 1 fir m<n
. = m—1
2) ll:_[n ai ( IT a,-) -am  sonst
0 o
Beispiel: [[i=1, Y} i=0
i=1 i=1
(3) nl=J[i=1-2-...-n (gesprochen: n-Fakultét)
i=1

(4) a”zﬁaza-a-...wz

() Sei 0 <k < n, dann ist (}) = —k!(:ik)!

Lemma 1

L) =1 ) =(0")

2. Ist 0 < k <m, dannist () + (,},) = (Zi;)
Beweis:

(7) = 'i!(r:i'i)! = (nfi)!(:i(nf'i))! = (nzz)
1

(k+)n!+(n—k)n! __ n41)!

_ ! ! _ 14+n-n!
zu 2) (Z) + (kil) - k!(nn—k)! + (k+1)!(r?—(k+1))! - (k+1)'(n—Fk)! (k+1)!7(bn+rlb—n(k+1))! (k+1)Y(n+1—(k+1))!

Pascal’sches Dreieck

(o) () 1 1
(o) @) ()

1303 kannte der Chinese Chu Shik-Chieh bereits das “Pascal’sche” Dreieck

3 1 3 3 1

Lemma 2 (a+b)" =3 (Ma™ "'
0

Beweis: (vollstindige Induktion iber n)

0
IA: (@ +b)° =1= Y (9)a "',
i=0

IS: (a+b)"+ = (a+b)*(a+b)= (X7, (7)a" ') (a +b)
=@ TSI (a4 T (a4 e
= T () ST (an R e
@ T [G) + ()] @t e
=a" + 3000 (P e R ot
_ an+1 + Z?=1 (n-'l-l)an-‘,-l—ib'i + bn+1 — E?:-i-ol (n-!—l)an+1—z'bi

3 13

1

=

n+1
k+1

)

O



2 KAPITEL 1. ELEMENTARE KOMBINATORIK

Folgerung 3
@ x()=2

§=

B N(-Di() =0

Beweisz:=0 n n
=4yt =3 (=2 (0):
"= (-1 = ;0 (M1~ (1) = ;0 (=1 (%)- )

1.2 Einfache Anzahlformeln

1. Sei M eine Menge und n € N= {0,1,2,...}, dann hat M die Méchtigkeit n, wenn es ein f : M 1;:> {t e Ni < n}
gibt (geschrieben |M| = n). "
Bemerkung: a) [M|=0 < M =0
Beweis: “<”: M =0, 0: M lz_fé {i e Nl <0} =0.
“=7”: M # 0, dann gigges einag € M mit fla) e{ieNi<n} = n>0 = |M|#0. O
b) f: N ﬁ M, dann ist |M| = |N]|.

2. Seien M, N Mengen mit M NN = . Dann schreibt man fiir M UN auch M W N. Dann gilt |M W N| = |M|+|N|.
Bemerkung: Ist a € M, dann |M \ {a}| = |M| - 1.
Dies benutzt man, um Beweise durch vollstindige Induktion iiber |M| zu fiihren.

3. Seien M, N Mengen. Dann ist M x N := {(a,b)|la € M und b € N}

Lemma 1 Ist |M|=m und |N| = n, dann ist |[M x N| =m - n.
Beweis: (vollstindige Induktion iiber |M])
IA: [M|=0 = M=0 = MxN=0 = |MxN|=0=0-n.
IS: [M| =m+1. Sei a € M. Dann ist |M \ {a}| = m.
|[M x N|=|(M\{a}) x Ny{a} x N|=|(M\{a}) x N|+ |[{a} x N|l=m-n+n=(m+1)-n. O
4. P(M) ={A|A C M}

Lemma 2 Ist |M| = m, dann ist |[P(M)| = 2™.
Beweis: (vollstindige Induktion iiber |M])
IA:Ist [M|=0 = M =0, P(M)={0} = |[P(M)|=1=2°
IS: |[M| =m+1: Sei a € M. Dann ist |M \ {a}| = m.
P(M)={AC Mlag A}U{AC Mla € A} = P(M \ {a}) ¥ {AU{a}|A € P(M \ {a})}.
|P(M)| = 2™ 4 2™ = gm+L, |
5. Sei k < |M|. Dann sei Px(M) = {A C M| |A] = k}.

Lemma 3 Ist |M| = n, dann ist |Px(M)| = (}).
Beweis: (Induktion iiber |M]|)

TA: |[M|=0 == M=0undk=0: Po(0) = {0}.
= [Po(B)] =1=()).
IS: [M|=n+1

Fall 1: k = n+ 1. Px(M) = {M} = |Px(M)| =1=(117).
Fall 2: Sei a € M. Dann ist |[M \ {a}| = n.
Pr(M) ={AlA € Pi(M), a g A} W{AU{a}|A € Pr_1(M), a & A}
=Pi(M \{a}) W {AU{a}|4 € Pr—1(M \ {a})}
IV /pn n n
= [Pu(M)] = [Pe(M\ {a})| + [Pe-a (M \ {aD)] = () + (:20) = ("7)- =
Beispiel 1: Wieviele Moglichkeiten gibt es, einen Lottoschein auszufiillen?

Sei M die Zahlen 1 bis 49. Man kreuzt eine Teilmenge A C M mit |A| = 6 an.
Die Anzahl der Teilmengen von M mit |A| = 6 ist |Ps(M)| = (%) = 13.983.816.

Beispiel 2: Sei M die Menge der Zahlen 1,...,m. Man kreuzt » Zahlen an, wobei man eine Zahl mehrmals
ankreuzen kann.
Beh.: Es gibt (™77 ~") viele Moglichkeiten, verschieden anzukreuzen.

Beweis: § die Menge aller Funktionen f : {i|i <7} — M mit f(z) < f(: + 1).
Sei N die Menge der Zahlen 1 bis m + r — 1 und & die Menge der Funktionen g : {i[¢ < r} — N mit
9(i) < g(i+1). Dann ist |&| = (™*771).
Es gentigt zu zeigen: |&| = |F|.
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. s+ {7/|’L < ’I"} — N . + + . A .
Sei f € §. Dann sei fT = i o f)+i Esist fT € & und fT ist injektiv.
. .~ [ Ailicr} - M L 1
Sei g € . Dann sei g~ = { i o ) —i Esist g~ € § und g~ ist injektiv.

(f)"=fund(g7)" =g O
6. Seien M und N Mengen. Dann sei §(M,N) = {f|f : M =" N}.

Lemma 4 Ist M| =m < n =|N|, dann ist |J(M, N)| = 20
Beweis: (Induktion iiber |M|)
TIA: |M| =0 = M =0. Dann ist F(M,N) = {0}, also |F(M,N)|=1=

IS: Seia € M, b€ N. (” 0)|
Dann ist |{f € §(M, N) mit f(a) =b}| = {F(M \ {a}, N\ {})| ¥ ity = &=t
Es ist §(M,N) = ngN{f € §(M,N)|f(a) = b}
= |F(M,N)| =n-[g(M\ {a}, N\ {o})| = n- &=L = —nl_ 0

(n—m)! (n—m)!

Ist M = N, dann nennt man (M, M) auch die Menge der Permutationen von M.
Folgerung 5 Ist |M| = n, dann ist |§(M, M)| = n!.

1.3 Maéichtigkeiten von Vereinigungen

Sei S eine Menge mit |S| = r und seien Nj, ¢ € S, endliche Mengen. Wir wollen | |J N;| berechnen.
i€S
Beispiel 1: Sei S = {0,1}. Dann ist |No U N1| = |No| + |N1| — |[No N Ny|.
Beispiel 2: Se1 S = {0, 1,2} Da.mm iSt |NOUN1UN2| = |N0|+|N1|+|N2|—|NO0N1|—|N1 ﬂN2|—|NoﬂN2|+|NonN1r]N2|

Wir werden zeigen: | J Ni| = (-1 S | N Nil.

i€S t=1 TEP(S) i€T
Dazu setzen wir N := |J N;, Wi(N):= > | ) Ny, also |[N| = E( 1) W (N).
i€S TEP:(S) i€T t=1

Wir werden etwas mehr zeigen:
Sei a € N = |J N;. Dann sei S, = {i|a € N;}.
Sei E = {a| |Sa| = k}.

r T
Dann ist [N| = | | Ex| = 3 |Exl-
k=1 k=1

Satz 1 |Ex| = Ek(—l)t"“(t)Wt(N).

Beweis: (Induktion iiber |N|)
IA:|[N|=0 = N=0 = N; =0, also sind beide Seiten 0.
IS: Sei a € N.
Beh.: Wi(N) = Wi(N \ {a}) + |P:(Sa)|-
Bew..a € (I N; & T C Sa ={i|a € N;}
ieT
Alsoist Wi(N) = >° [N Nil= 35 |1 (Ni\{a}P|+[Pe(Sa)l = We(N \ {a}) + [P:(Sa)|- O
TEePy(S) i€T TePu(s) €T
|Ex \ {a}| = Z;( DR We(N \ {a}) = E( DG We(N) — E( 1! * () Pe(Sa)l
1. Fall: [S;| <k = |Ex \ {a}| = |Ek| und |'Pt(S )| =0 fir t > k.
2.Fall: |So| =k = |Ex \ {a}| = |Ex| — 1. Es ist |P4(Sa)] ={ L firt=*k

0 sonst (fir t > k)
Also gilt die Induktionsbehauptung.
3. Fall: |S,| =1 > k. Dann ist |Eg \ {a}| = |Ex|.

Es ist z.2.: tz( 1% (5)|Pe(Sa)| = 0.

) N firk<t<l L -
B st |Pt(sa)|={ () ek Girtsn = S=2XEDTEO-

Beh.: (1) () = (1) ;%) | |
Bew.: (3)(}) = i mvm o = maem b = (6 T t)-((ll_kk)'(z = () (2)-
l l
= =R DO =M KEDTHED = O ZEH = (a-y =0 o

Folgerung 2 |N| = fj(—l)*“Wt(N).
t=1
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Beweis: [V] = k@l B| = kz;:I 1Bl = kzljl tz;:k(_l)t_k(’i)Wt(N) - tll kz=:1(_1)t_k (Z)Wt(N) -
- S (-)'Wi) kél(—l)k(,z).
0= kzijo( DG =1+ kzijl(—l)’“(;), also ist |N| = tz;jl(—l)*“wt( ). O

Folgerung 3 (Siebformel)

Sei M eine Menge und N; C M fiir ¢ € S, dann ist |[M \ J Ni| = | M|+ > (=1)!We(IN).
i€S t=1

Beispiel: Sei M ={1,2,...,50} und sei S = {2,3,5}. Wieviele Zahlen aus M sind nicht durch 2,3 oder 5 teilbar?
Ny, :={k € M| plk}, p€ S.
3
Gesucht ist [M \ | Np| = |M| + X (—1)Wi(NV) mit We(N)= 3> | ) Nyl
PES t=1 TeP:(S) peT
|N2| = 25, |N3| =16, |N5| =10
Wi(N) = |Nz2| + |Ns| + |Ns| = 51
WQ(N) = |N20N3|+|N30N5|+|N20N5| =84+3+5=16
W3(N) = |N2 N N3 ﬂN5| =1
= |[M\ U Np|=50—-51+16—-1=14
pES
Explizit: M \ |J N, = {1,7,11,13,17,19, 23, 29, 31, 37, 41,43, 47, 49}
pES

Beispiel: Sei n € Nmit n > 0 und sei M = {1,...,n}. Dann ist p(n) = |{k € M|ggT(k,n) = 1}| die p-Funktion.
Wir wollen ¢(n) berechnen. Sei P die Menge aller Primzahlen. Sei S = {p € P| p|n}.

Satz 4 o(n)=n ] (1 - I—lj)
pES
Beweis: Sei p € S, dann sei N, = {k € M| p|k}, |Np| = 7.
Dann ist fir k€ M : ggT(k,n)=1 < k¢ |J Np.
pES
15|
Also st o(n) = [M\ U Nyl =n+ 55 (-)' ¥ | Nyl
pES t=1 TeP(S) peT
15|

Esist | (| Np| = ﬁ =: % = pn)=n+ S (-1) % ﬁ
p€ET ter t=1 TeP:(S)
|S]
p(n) =n (2(—1? > ﬁ)
=0 TEP(S)

|S|
Es geniigt zu zeigen: [] (1 — %) =31t 2 ﬁ
peES t=0 TEPL(S)

Beweis: (Induktion iiber |S| =r)
IA: Ist |S| = 0, dann sind beide Seiten gleich Eins.
IS: Ist |S| # 0, dann sei g € S.

S| |S| |S|
S Y dr=n-D) Y e n (- Y =
t=0 TeP(S) t=0 TeP:(S) t=1 TeP:(S)
q€T q€T
[S\{q}| [S\{a}| v
- Y el Y )t Y &Y Ooa-bH-i0oa-b)s=
t=0 TeP:(S\{q}) t=0 TeP:(S\{q}) peS\{q} p€S\{q}
I -2 )0-H=T10-2). ad
(peS\{q} i ¢ pes P

1.4 Mengen von Permutationen

Sei M = {i|i < n}. Wir hatten gesetzt F(M,M) ={f|f: M 1;} M} und gezeigt: |F(M, M)| = n!
f € §(M, M) heifit fixpunktfrei, wenn f(3) # i fiir ¢ < n.

Lemma 1 Sei M = {i|i < n}. Dann ist r(n) = |{f € F(M, M)|f ist fixpunktfrei}| = n! i(—l)tﬁ.
i=0
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Beweis: Sei i € M. Dann sei N; = {f € §(M, M)|f(z) =i}
n—1 n—1
Sei N = |J N;. Dann ist r(n) = |§(M, M)\ U Ni| =n!—|N|.
i=0 i=0

=

Wir wollen |N| bestimmen: [N| = 33 (=1)* 'Wi(N) mit We(N) = 3 | () Nil.
t=1 TeP, (M) i€T
Sei T € Py(M). Dann ist (] Ni = {f € §(M, M)|f(i) = i fiir i € T}, also ist | () Ni| = |3(M \ T, M\ T)| =
ieT

€T
= (n—|T|)" '
Alsoist fiir 1<t <n: Wy(N)= Y | Ni|=|Pe(M)]-(n—|T) = (})(n—|T|)! = 2.
TePy(M) i€T

n L g
Somit ist |N| = tz_jl(—l)f“;*—;, r(n) =n! —|N|=n!+ t_zl(—l)*y—; =n! t}_:o(—l)*ﬁ. O
Wieviele fixpunktfreie Permutationen von @ gibt es?
0
r(0)=0! Y (-1) % =1.
=0

Beispiel: Es wurden n Briefe geschrieben und n Kuverts beschriftet. Die Anzahl der Méglichkeiten, jeden Brief in ein

Kuvert zu stecken ist n!. Die Anzahl der Méglichkeiten, daff kein Brief im richtigen Umschlag ist, ist r(n) = n! > (—1)*%.
=0

Also ist die Wahrscheinlichkeit, daff ein Affe jeden Brief in einen falschen Umschlag steckt: “%2) = S (—1)* 1 also fiir
t=0

ot

n!

grofles n ungefihr e~ ~ 0.36787944.

Beispiel: Gegeben sei ein runder Tisch mit 2n Stiihlen und n vielen Ehepaaren. Die Damen
nehmen zunichst am Tisch Platz, wobei jeweils ein Stuhl frei bleibt. Jede Dame wihlt einen
Tischherren, der auf ihrer rechten Seite Platz nehmen soll. Dabei ist es verboten, den eigenen
Ehemann zum Tischherrn zu wahlen. Wieviele Méoglichkeiten gibt es?

Man numeriert die Damen durch und bezeichnet den Ehemann von F; mit M.
Gesucht ist an = |[{f|f : {Fi|¢ < n} = {M;|i < n} mit f(IF;) # M fiir i < n}| =
= |{fIf : {ili < n} = {i|¢ <n} mit f(3) # i fiir i <n}| =

Lemma
= (1)t 4.

M=

n!
1 t

0

Das Ménage-Problem 6 d

Gegeben sei ein runder Tisch mit 2n Stithlen und n vielen Ehepaaren. Die Damen nehmen

Platz, wobei sie jeweils einen Stuhl frei lassen. Jede Dame wé#hlt einen Tischherrn, der auf a 9
ihrer rechten Seite sitzen soll. Dabei ist es verboten, daf3 der eigene Ehemann Tischnachbar

wird.

Man numeriert die Damen gegen den Uhrzeigersinn durch. Der Ehemann der Dame F; wird @ CD/

mit M; bezeichnet.

Gesucht ist u(n) = |{f|f : {Fili < n} = {M;|i < n} mit f(IF;) # M; fir i < n,
f(F) # Mgy fiir i <n—1, f(Faor) # Mo}

Beispiel: n =4 = u(4) =2:
f(Fo) & {Mo, My }
1. Fall: f(Fo) = Ms

= f(F1) =My = f(F) =M = f(F3) =M

2. Fall: f(]Fo) =M2
= f(F3) =M = f(F2) =M = f(F1) =Ms

Einige Begriffe aus der naiven Mengenlehre

0 1 2 3 4
NbR 5 > s S <

1. a) Eine Relation ist eine Menge von geordneten Paaren. ‘ / ‘ / ‘ / ‘ / ‘
Vb R := {a|(a,b) € R}, Nb R := {b|(a,b) € R} sind Vorbereich und "’R g5 { 5 3 3

Nachbereich einer Relation.
Beispiele: B = {(i,4)]i € N} U{(i,i+1)i € N} VbR=NbR=N
b) Seien k,l € N, dann sei S = {(¢,5) € Rlk <i+ j < k+1}. Wir wollen S eine Kette der Lénge [ nennen.
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Beispiel: k=23, [=25j+1 k=101,1=3
TV ) %
ioin i+ VbR
c)Sein>2,dannsei S={(1,j) ER|0<i+j<2n— 1}U{(n— 1,0)}.
Wir werden S einen Kreis der Linge 2n nennen.
0
VbR

Nb R

Ein Kreis der Lange 16.
2. Eine Relation f heifit Funktion, wenn fiir alle (a,b) € f und (a,c) € f = b=c¢
Statt (a,b) € f schreibt man auch f(a) =

Beispiel: f : { {als z< n} : z{m <n} . Dann ist f = {(3,%)|¢ < n}.

3. Eine Funktion f heifit injektiv, wenn fiir alle (a,b) € f und (¢,b) € f = a=c
Beispiel: F' = {(,)|¢ < n} ist injektiv.
4. Eine Relation T heifit bijektiv, wenn T eine injektive Funktion ist. Dann ist T : Vb T 1:>f1 Nb T. Beispiele:
au:
a) Ist f eine injektive Funktion und 7' C f, dann ist T bijektiv.
b) R = {(i i)|i € N} U {(i i+1)i € N}. Sei T C R. Wann ist T bijektiv?

NbR

Sei Sitj = (4,4), S-1=1(0,2)
TC R ist bljektlv < VS €T = Si—1 €T, Sk+1 €T

Fortsetzung des Ménage-Problems:
Sei M = {i|i < n}undsei S ={(¢,7) € R|0 <i+j < 2n—1}U{(n—1,0)} = {(4,9)|¢ < n}U{(%,3+1)|i < n—1}U{(n—1,0)}
der Kreis der Linge 2n.
u(n) = |{fIf : {F:li <n} ' {Mili < n} mit f(F:) # M fiir i <n, f(F:)# M1 firi <n—1und f(Fa1) #Mo}| =

={feFM,M)|f(z) #ifiri<n, f@) #i+1firi<n—1und f(n—1) #0}| =

=[{f €3(M,M)|s ¢ f fiir s € S}|
Wir setzen b(n,t) = |{T C S| |T| =t und T bijektiv}|.

Lemma 2 u(n) = 3 (—1)%(n, t)(n — ¢)! fiir n > 2.
t=0
Beweis: Sei s € S, N, :={f € §(M,M)|s € f}. Sei N= |J N,.

sES
Dann ist u(n) = [{f € F(M, M)} \ N| =n!—|N]|.
Wir wollen |N| ausrechnen:

N = )WL) mis W) = Y | () V]

t=1 TeP:(S) s€T
. . _ _ 0 falls T nicht bijektiv
Sei T'C § mit [T =t |SQTN3| = { IS(M\ Vb T,M\ NbT)| = (n—t)! sonst
Alsoist Wy(N)= >, | Ns|= >, (n—t)! =b(n,t)(n—1t)!
TeP:(S) seT TeP:(S)
T bijektiv

2n
Also [N| = Y (=1)""b(n,t)(n —t)!, u(n) =n! + Z( 1)*b(n,t)(n — t)!.
t=1
e b(n,0)=|{T C S| |T| =0 und T bijektiv}| = |{@}| =1.
o Seit>n.DaVbT C{ili <n} = b(n,t)=0
(es gibt keine > n elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge)

Also ist u(n) = 3> (=1)%b(n, t)(n — ¢)! O
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Lemma 3 Sei k,1 € N. Sei S = {(i,i)|k <2 <k+1}U{(i,i+1)|k <2+ 1 <k +1} und sei
S(t) ={T C S| |T| =t und T bijektiv}. Dann ist |S(t)| = (‘"5™).
Beweis: (Induktion iiber )

B B B {0} =1 fallst=0 i+l
1=0 = S=0 |S(t)|—{ 0 sonst = I1s@l= (")
K0} =1 t=0
Ist { =1, dann ist |S| = 1. Also ist |S(t)| = [S|=1 t=1 = |S(t)|= (l_ttH)
0 sonst

Induktionsschritt (I > 2)

. (i,6)  fir j =2
Selen s; = { (yi+1) firj=2+1
Dann ist $' = S\ {sx} eine Kette der Linge | — 1 und S" = S\ {sk, sp+1} eine Kette der Linge | — 2.

Beh.: 1. |[{T € S(t)|sx € T} = |S'(2)
2. {T € S(t)|sx € T} = 18" (¢t — 1)]
Bew. zu 2):
Sei T € S(t) mit s € T
Da T bijektiv = sp41 €T = T \{sx} € S"(t —1).
Sei umgekehrt 7" € S"(t — 1) = sgp41 € T' = T' U {si} bijektiv = T' U {sx} € S(¢).
Also ist |S(t)| — |Sl(t)| + |Sll(t _ 1)| v ((l_l)t_t+1) + ((l—2);(t—1)+1) — (l—t) + (l—t) — (l—t+1). 0O

-1 t t—1 t

= S={sjlk<j<k+I}.

Lemma 4 b(n,t) = 322, (>*%) fir n > 2 und ¢ < 2n.
Beweis: S: {(¢,9)[i <n}U{(4,i+1)|i<n—-1}U{(n—1,0)} ={s;/0<j<2n—-1}U{(n —1,0)}.

Dann ist S’ = {s;]0 < j < 2n — 1} eine Kette der Lange 2n — 1 und S" = S\ {s0, sa(n—1)} eine Kette der Linge

2n — 2.

Sei B(n,t) = {T C S| |T'| =t und T bijektiv}.

Dann gilt: 1. [{T' C S|(n—1,0) € T} = |S'(¢)|.

2. {T C S|(n—1,0) € T} =|5"(t —1)|.
Bew.zu2) Sei T C Smit (n—1,0) € T = sg,82n-1 ¢ T = T\{(n—1,0)} € §"(t-1).
Ist umgekehrt 7' € §"(t —1) = s0,82n—1 €T = T'U{(n—1,0)} € S(t).

Also b(m,) = |B(m, )] =|S'(0)] + 15" (¢ = DI 5 070 + O == 2 (), D

t t—1 2n—t t

1.5 Injektive Auswahlfunktionen

Sei I eine Menge. Eine Funktion (F'(z)|z € I) heifit Familie.

Die Frage lautet:

Gibt es eine injektive Funktion f mit Vb f = I und f(i) € F'(¢)? Eine solche Funktion nennt man injektive Auswahl-
funktion.

Anschaulich: Sei I eine Menge von Herren, F(zi) die Menge der Damen, die ¢ kennt. Kann jeder Herr eine Dame seiner
Bekanntschaft heiraten? Deswegen wird f auch kiirzer Hochzeit genannt.

Beispiele:
2
F(0 2 :
FEI; = }21 6/\1
F(0) ={0,1,2} o 1 2
P ={1} A<
F(2) = {1} 0 1 2
Wir setzen fiir JC I F(J)= UJ F(4)
i€

Ist f eine Hochzeit von F und ist J C I = f[J] ={f(i)|i € J} C F(J) i [ = |fIIl < |F ().

Die Hall-Bedingung lautet: Fiir alle J C I ist |J| < |F(J)|.

Wir haben gezeigt: Besitzt F eine injektive Auswahlfunktion, dann ist die Hall-Bedingung erfiillt.
Beispiel 1: |I| =1{0,1}| =2 > 1 = |[{1}| = |F(])|

Beispiel 2: J ={1,2}: F(J)= {1} = |J| > |F(J)|

Wir wollen nun zeigen: Erfiillt F' die Hall-Bedingung, dann besitzt F' eine injektive Auswahlfunktion.

Lemma 1 Erfiillt F die Hall-Bedingung und ist K C I mit |F(K)| = |K|, dann erfillt F' = (F(i)\ F(K)|i € I \ K)
die Hall-Bedingung.

Beweis: Sei J C I\ K. Da F die Hall-Bedingung erfiillt, ist |[F(JUK)| > [JUK| = |F'(J)| =|F(J)\ F(K)| =
|F(JUK) \ F(K)] = |F(J UK)| - [F(K)| > |7 U K| - |K| = [(J U K) \ K| = |]. o
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Satz 2 (Satz von Hall)
Ist F' endlich und erfiillt F' die Hall-Bedingung, dann besitzt F' eine injektive Auswahlfunktion.
Beweis: (Indunktion iiber |F|)
Ist F = (), dann ist @ eine injektive Auswahlfunktion.
Sei |F| > 0 und i € I. Da F die Hall-Bedingung erfiillt, ist F'(i) # 0. Sei a € F'(3).
1. Fall: Fiir alle K C I\ {¢} mit a € F(K) ist |F(K)| > |K]|.
Dann gilt fir alle K C 1\ {i} : |F'(K)| = |F(K)\ {a}| > | K].
Da |F'| < |F| und die Hall-Bedingung erfiillt ist, besitzt F’ eine injektive Auswahlfunktion.
Dann ist f = f' U{(4,a)} eine injektive Auswahlfunktion.
2. Fall: sonst
Sei K C I\ {¢} mit a € F(K) und |F(K)| = |K]|.
Sei F' = (F(i)|i € K). Dann erfiillt F' die Hall-Bedingung und |F'| < |F| =% F' besitzt eine injektive
Auswahlfunktion f'.
Sei F" = (F(i) \ F(K)|i € I\ K). Nach Lemma 1 erfiillt F" die Hall-Bedingung und |F"| < |F| (da
K #0) =% F" besitzt eine injektive Auswahlfunktion f".
Dann ist f = f' U f" eine injektive Auswahlfunktion von F. O

Sei F~!(a) = {ila € F(i)}. F '(a) ist die Menge der Herren, die die Dame a kennen.

Folgerung 3 Sei F eine endliche Familie und k > 0. Gilt fiir alle s € 7 und a € F(i) |F(i)| = k, |F~!(a)| = k, dann
besitzt F' eine injektive Auswahlfunktion.
Beweis: Sei J C I. Wir wollen zeigen: |F'(J)| > |J]|.
Sei P, = {(i,a)li € J,a € F(i)}, P2 = {(i,a)la € F(), a € F(J)}.
Dann ist |P1| < |Pa|.
Pl =1 W16 a)la € FOH = X H(Ea)la € FEH = 2 1F@)] = 1J] - k.
(2 7

P2l = W {(i,a)laeF(i)}l; Z)I{(i,a)laGF(i)H: > Hilae F)} = X [F7'(a)|=|F(J)| k.

a€F(J) a€F(J a€F(J) a€F(J)
= |[F())|-k=|P| = || =] -k <= |F(J)| = |J]| U

Sei N eine Menge. Wir nennen eine Menge von Permutationen ¥ lateinisch, wenn gilt:
Zu jedem (i,a) € N x N gibt es hochstens eine Permutation o € ¥ mit (¢,a) € o.

1 2 ... | ... 'k .. n
g1 n
g2 n
o3 n

On

0 ist lateinisch.

Folgerung 4
Ist |[N| = n und ist X lateinisch mit |2| < n, dann gibt es eine Permutation p ¢ ¥ mit 3 U {p} ist lateinisch.
Beweis: F(i) = {a|(i,a) € UX}'. Da ¥ lateinisch ist, ist |[F(i)| = n — ||
F~1(a)| = N \ {il(i,0) € US} = n — |5
Also ist |F(3)| = |[F~(a)| = n — ||, also existiert eine injektive Auswahlfunktion p von (F(i)|i € I).
Dann ist ¥ U {p} lateinisch. O

1.6 Hall-Familien

Wir nennen eine Familie (H()|¢ € I) Hall-Familie, wenn H(7) endlich ist fiir jedes i € I.
Wir sagen, dafl H die Hall-Bedingung erfiillt, wenn fiir jedes J CC I (J ist endliche Teilmenge von I) gilt: |H(J)| > |J|.

Satz 1 (Hall jun.)
Erfiillt eine Hall-Familie H die Hall-Bedingung, dann besitzt H eine injektive Auswahlfunktion.
Beweis: Sei J C I und f eine Hochzeit von H | J.

Wir nennen f zuléssig, wenn Hy = (H(¢) \ Nb f|i € I\ Vb f) die Hall-Bedingung erfiillt.

( ist zuldssig, da H die Hall-Bedingung erfiillt.

Beh.: Ist § eine Kette von zuldssigen Funktionen bzgl. C, dann ist f = |J§ eine zuléssige Funktion.

Bew.: Sei J CC I\ Vb f. Dann ist Hf(J) = H(J) \ Nb f.

H(J) ist endlich und § ist eine Kette, also gibt es ein g € § mit H(J) \ Nb f = H(J) \ Nb g.

‘Uz = U {G,a)l(,a) € 0}

geED
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Da H, die Hall-Bedingung erfiillt, ist |Hf(J)| = [H(J) \ Nb f| = |[H(J) \ Nb g| = |Hg(J)| > |J]-
Also erfiillt Hy die Hall-Bedingung und ist somit zuléssig. Nach dem Zornschen Lemma gibt es eine maximale
(bzgl. C) zuldssige Funktion f.
Beh.: Ist K CC I\ Vb f mit |[Hf(K)| = |K|, dann ist K = 0.
Bew.: Da Hy die Hall-Bedingung erfiillt, besitzt Hy | K eine injektive Auswahlfunktion g.
Dann ist g[K] = H¢(K).
Sei h = g U f eine injektive Auswahlfunktion von H [ (Vb f U K).
Hy, = (H(i) \ Nb hli € I\ Vb h) = (Hy(5) \ Hf(K)li € (I\ Vb f) \ K)
Da Hy die Hall-Bedingung erfiillt, folgt aus Lemma 1, daf8 Hj, die Hall-Bedingung erfiillt, also ist A D f zuléssig.
Da f maximal, folgt h=f — K =0.
Beh.: Vb f=1.
Bew.: Angenommen, es gibt i € I\ Vb f.
Da Hy die Hall-Bedingung erfiillt, ist Hy(z) # 0. Sei a € H¢(3).
Sei h = f U{(¢,a)}. Dann ist h eine injektive Auswahlfunktion von H | (Vb f U {i}).
Wir erhalten einen Widerspruch, wenn Hj, die Hall-Bedingung erfiillt (da dann h zuldssig, aber f maximall)
Sei 0 £ J C I\ Vb h. Dann ist |Hs(J)| > |J| nach der vorherigen Behauptung.
Also ist |Hp(J)| = [Hf(J) \ {a}| > |J]. O

Folgerung 2 (Kompaktheitssatz)

Sei H eine Hall-Familie. Dann sind dquivalent:

1) H besitzt eine injektive Auswahlfunktion.

2) H erfiillt die Hall-Bedingung.

2) Fiir jedes J CC I besitzt H | J eine injektive Auswahlfunktion.

Sei F' eine Familie. K C I heifit kritisch, wenn gilt:
1. F | K besitzt eine injektive Auswahlfunktion.
2. Fiir alle Hochzeiten f von F' | K ist Nbf = F(K).

Ist H eine Hall-Familie und K C I, dann sind &quivalent.:
1. K ist kritisch in H.
2. H | K erfiillt die Hall-Bedingung und |H(K)| = |K]|.

Folgerung 3 (Kleinstes Gegenbeispiel)
Sei H = (H(%)|¢ € I) eine Hall-Familie. Dann sind dquivalent:
1. H besitzt keine Hochzeit.
2. Es gibt ein K CC I, K kritisch und ¢ € I \ K mit H(i) C H(K).
Beweis: 2 = 1: /.
1 = 2:Da H keine Hochzeit besitzt, gibt es ein L CC I mit |H(L)| < |L]|.
Sei L so gewshlt, dafl |L| minimal ist.
Seiie L und K := L\ {i}.
Dann erfiillt H | K die Hall-Bedingung (da L minimal) und H(:) C H(K).
K| < |H(K)| = |H(L)| < |L| = K| + 1 = |H(K)| = |K]. o

Bemerkung: Ist (F(:)| € N) eine abzidhlbare Familie, dann sind dquivalent:
1. F besitzt keine Hochzeit.
2. Es gibt K C I, K kritisch in F und ein i € I\ K mit F(i) C F(K).

K C I heifit maximal kritisch, wenn es kein L 2 K gibt mit L kritisch in H.

Lemma 4 TIst H eine Hall-Familie, dann gibt es ein maximal kritisches K in H.
Beweis: £ = {K|K ist kritisch in H}, 0 € £.
Beh.: Ist 8 C £ eine Kette beziiglich C, dann ist L=J & € £.
Bew.: 1. Sei J CC L, dann gibt es ein K € S mit J CC K.
Also ist |H(J)| > |J| und somit besitzt H [ L eine Hochzeit.
2. Sei f eine Hochzeit von H | L. Dann ist f[K] = H(K) fiir alle K € 8
= fl]= U fIK]= U H(K)=H( U K)=H(L). =
Kef Kef Kes

Satz 5 Sei H = (H(i)|i € I) eine Hall-Familie und K maximal kritisch in H, dann besitzt
~ H =(H®G)\ H(K)|i € I mit H()\ H(K) # 0) eine injektive Auswahlfunktion.
Beweis: Sei I = {i|H (i) C H(K)}.
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Angenommen: H' besitzt keine Hochzeit. Dann gibt es ein L CC I'\ I und L ist kritisch in H' und ein i € I\ (TUL)

mit H'()) C H'(L) = L # 0.

Beh.: L U K ist kritisch in H.

Bew.: Sei f eine Hochzeit von H | K und sei g eine Hochzeit von H' | L, dann ist fUg eine Hochzeit von H | (KUL).
Sei g eine Hochzeit von H | (K U L). Dann ist g [ K eine Hochzeit von H | K. Da K kritisch, ist g[K] =
H(K) = g | L ist eine Hochzeit von H' | L.

Da L kritisch, ist g[L] = H'(L) = H(L) \ H(K) => Nbg= H(K)UH(L) = H(KUL).
Da LUK 2 K erhalten wir eine Widerspruch zur Maximalitdt von K. O

K ist maximal kritisch, I = {i|H(i) C H(K)}.

Also sind dquivalent:
H bes_itzt eine Hochzeit
K = I mit K maximal kritisch.

B
Seien A, B Mengen mit AN B = . AU B heifit Eckenmenge. {ab}
Sei R = {{a,b}|a € A und b € B}. R heifit Kantenmenge.
(AU B, R) nennt man dann einen bipartiten Graphen. a A

Eine Ecke a liegt auf der Kante {c,d}, wenn a € {c,d}.

Man nennt eine Kantenmenge S disjunkt, wenn fiir alle {a,b}, {c,d} € S mit {a,b} # {¢,d} = {a,b} N {c,d} = 0.
Man nennt eine Eckenmenge C A und B trennend, wenn auf jeder Kante {a,b} € R eine Ecke aus C liegt, d.h.
{a, b} NC #0.

Satz 6 (Konig)
Sei (AU B, R) ein bipartiter Graph mit |{{a,b}|{a,b} € R}| ist endlich fiir jedes a € A. Dann gibt es eine disjunkte
Menge S von Kanten und eine trennende Eckenmenge C' mit: Auf jeder Kante von S liegt genau eine Ecke aus C.
Beweis: Fiir a € A sei H(a) = {b|{a,b} € R}.

H = (H(a)|a € A) ist eine Hall-Familie.

Sei K maximal kritisch in H und sei g eine injektive Auswahlfunktion von H [ K. — ',"(K). —
Sei f eine Hochzeit von H' = (H(:) \ H(K)|i € I und H (i) € H(K)}. N R AR R
Sei S = {{a, 9(a)}a € K} U{{a, f(a)}|H(a) £ H(K)}. NI
Dann ist S eine Menge von disjunkten Kanten. ... "~ SR
Sei C:= H(K)U (A \ K). X
Dann ist C eine A und B trennende Eckenmenge mit |C' N {a,b}| = 1 fiir T

jedes {a,b} € S.



Kapitel 2

Lateinische Quadrate

Euler formulierte in einer Schrift an die Zarin Katharina die Grofie (~1782) folgendes Problem:

Gegeben seien sechs Regimenter und sechs Offiziersdienstgrade. Aus jedem Regiment wihle man je sechs Offiziere
mit diesen Dienstgraden.

Kann man diese 36 Offiziere so in einer 6 x 6 Formation aufstellen, dafl in jeder Reihe und Spalte jedes Regiment
und jeder Dienstgrad genau einmal vorkommt?

2.1 Algebra aus der Zeit von Euler

Sei R ein Ring. J C R heifit Ideal, wenn J # @ und
l.a,beJ — a+beJ
2.a€J,beR = a-beJ.

Beispiel: Sei R =Z und n € Z, dann ist (n) = {r - n|r € Z} ein Ideal.
Seien n,m € Z, dann ist (n,m) ={r-n+s-m|r,s € Z} ein Ideal.

Man nennt einen Ring R Hauptidealring, wenn es zu jedem Ideal J C R ein a € R gibt mit (a) = {r-a|r € R} = J.

Lemma 1 Z ist ein Hauptidealring.
Beweis: Ist |J| = 1, dann ist J = (0).
Sonst sei n das kleinste Element aus {r € J|r > 0}. Dann ist (n) C J.
Beh.: J C (n).
Bew.: Sei r € J.
Nach dem Lemma von Euklid gibt es dann p,g € Zmit 0 <g<nundr=p-n+gq.
neJreJ = g=p-n—red.
Dag<n = q¢=0 = r=p-n = r € (n). ]

Lemma 1’ Ist K ein Korper, dann ist K[z] ein Hauptidealring.
Bemerkung: Sei a,b,¢ € R\ {0} mit {r-c|r € R} = (¢) = (a,b) = {r-a+s-b|r,s € R}, dann ist ¢ = g¢9T(a,b).

Sei R ein Ring und J ein Ideal mit J # R, dann sei ~ definiert durch:
a~bfallsa—beJ.

Dann gilt:
1. ~ ist eine Aquivalenzrelation.
2. a~d' undb~b = a+b~a +¥ ~ ist Kongruenzrelation.

3. a~a' undb~b = a-b~d b

—~—

Sei @ = {bla ~ b} und R/J:{&|a€R}. Man definiert @ +b=a+b, a-b=a-b. 0= J.

Dann ist R/J ein Ring.

Beispiel:
¢ R=Zund n € N\ {0,1}. Dann ist Z, := Z/( )= {0,1,...,n — 1}, also |Z,| = n.
n

[x]

e Sei K ein Korper und f € K[z]. Dann ist R = K /(f) ein Ring. Setzt man fira € Kund e R: a-§=a-g,

dann ist R ein Vektorraum iiber K mit der Basis {1,%,...,2° '} mit s = grad(f). Also ist |R| = |K|*.

11
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Euler interessierte sich fiir die Einheiten in Ringen R.
a heifit Einheit, wenn es ein ¢ € R gibt mit a - ¢ = 1.
Sei Er = {c € R|c ist Einheit}.

Bemerkung:
1. ER ist bzgl. - eine Gruppe.
2. —1 € Eg.

Lemma 2 Es sind #quivalent:
1. m € Z,, ist Einheit.
2. ggT(m,n) = 1.
Beweis: 2 = 1: Da der gg7'(m,n) =1, ist (1) = (m,n) = 1€ (m,n)

=>Ellkm1tl—lm+kn:>1:l~ +k- na1s01st1 l-

1= 2: Da 7 eine Einheit ist, gibt es I mit - /=1 = m-l—1€(n) = m-l—-1=k-n
= 1l=m-l+k-n = (1) =(m,n) = ggT(m,n) =1. O
n | 2 3 4 5 6 7 8

Eg, | {1y {1,3y {1,3} {1,334y {i,5y {1,2,3,4,5,6} {1,357}
Sei R ein Ring. Zwei Einheiten a,b € R heiflen orthogonal, wenn a — b eine Einheit ist.
Ist R ein Korper und a,b € R\ {0} mit a # b, dann ist a — b eine Einheit und somit a und b orthogonal.

Lemma 3 Sei n > 2. Dann sind #quivalent:
1.2tn (n€Z\ (2)).
2. Zn, besitzt 2 orthogonale Einheiten.
Beweis: 1 = 2: ggT(2,n) =1 = 2 ist Einheit, 1 ist Einheit und 2 — 1 = 1 ist Einheit.
-1 = —2: Seien k,[ Einheiten in Z, = ggT(k,n) =1, g¢gT(l,n) = 1.
Da 2|n = k ungerade, [ ungerade = k — [ ist gerade

= ggT(n,k—1)>2 = k—1=Fk—[ist keine Einheit. O

Lemma 4 Tst s > 2, dann gibt es einen Ring R mit |R| = 2° und R besitzt zwei orthogonale Einheiten.
Za[x]
/(z5+z+1).
Beh.: T und % sind orthogonale Einheiten.
Bew:0=2'tz4+1 = 1=_1=4(E""'+1) = % ist Einheit.
Er ist Gruppe = £° ist Einheit.
= 1% =24 +1=2° ist Einheit, also sind 1, # orthogonal. O

Beweis: Sei R =

Satz 5 Ist n € (4), dann gibt es einen Ring R mit 2 orthogonalen Einheiten und |R| = n.
Beweis: Sei s > 2 und k € Nmit n =2° -k und g9T'(2,k) = 1.
Sei Ry = Zy und Ry = .
(z5+z+1)
Dann enthilt R; zwei orthogonale Einheiten a1,b:1 und Rs zwei orthogonale Einheiten a2, bs.
Sei R = R1 x Ra. Dann ist |R| = |R1| - |R2| = k- 2° = n.
(r1,81) + (r2, 82) := (r1 + 72,81 + 82), (r1,81) - (r2,82) := (r1 - r2, 81 - 82).
Dann ist R ein Ring und a = (a1, a2) und b = (b1,b2) und a — b = (a1 — b1, a2 — b2) sind Einheiten. O

Wir haben gezeigt: n € {2k|k ungerade}, dann gibt es einen Ring R mit |R| = n, der zwei orthogonale Einheiten besitzt.

Satz 6 Ist n € (2)\ (4), dann gibt es keinen Ring R mit zwei orthogonalen Einheiten und |R| = n.
Beweis: Sei S = {r|r +r = 0}. S ist bzgl. + eine abelsche Untergruppe von R.
Also gilt fiir m =|S|: m|n (~ Lagrange).
Wir werden ferner benutzen: Ist T' eine (abelsche) Gruppe und p eine Primzahl mit p| |T'|, dann gibt es a € T mit
ord(a) =
2|n, also gibt es ein r mit ord(r) =2 = |S| > 2.
Wir wissen: |S| teilt |R|.
Ist |S| > 2, dann gibt es eine Primzahl p > 2 und p| |S|.
Dann gibt es ein s € S mit ord(s) =p = s+s#0 # zur Definition von S.
Also ist |S| = 2. Sei r € S mit r # 0.
Seien a,b Einheiten von R. Dann ist a -7 # 0 und b-r # 0.
ord(a-r)=ordlb-r)=2 = a-r=rundb-r=r = a-r—b-r=(a—-5b)-r=0
= a — b ist keine Einheit. O

2.2 Lateinische Quadrate

Sei R ein Ring. Zwei Einheiten a,b € R heiflen orthogonal, wenn a — b eine Einheit ist.
Wir hatten gezeigt: Sei n € N\ {0,1}, dann sind dquivalent:
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1.n€(2)\ (4), dh. n =2+ 4m fiir ein m € N.
2. Es gibt keinen Ring R mit |R| = n der zwei orthogonale Einheiten besitzt.

Wir nennen @ : N x N — N ein lateinisches Quadrat, wenn gilt:
1. Fiir alle r,u € N gibt es genau ein s € N mit Q(r,s) = u.
2. Fiir alle s,u € N gibt es genau ein r € N mit Q(r,s) = u.

Ist |N| = n, dann nennt man @ ein lateinisches Quadrat der Ordnung n.

Erzeugung: Sei R ein Ring, dann sei fiir a € R:
Qu : RxR — R
“ rs) = a-T+s
(r,s)

Lemma 1 Es sind dquivalent:
1) Qa ist ein lateinisches Quadrat.
2) a ist Einheit.
Beweis:
1= 2: Da Q, lateinisch ist, gibt es zu 0,1 € R ein » € R mit Q(r,0) =1 = a-r+ 0 =1, d.h. a ist Einheit.
2 = 1: Zu 1: (Existenz) Seien r,t € R, s =t — ar. Dann ist Qq.(r,s) =a-r+s=t.
(Eindeutigkeit) Sei Qq(r,s1) =1t, Qa(r,s2) =t = a-r+s1=t=a-r+ 82 < s1 = s2.
Zu 2: (Existenz) Seien s,t € R und r = ™" (t — 5). Dann ist Qa(r,s) =a-r+s=*t.
(Eindeutigkeit) Seien 71,72 € R mit Qa(r1,8) =a-r1+s=a-r2+ s = Qq(r2,s) = a(ri—r2) =0

a Einheit
= 71 =r2. O

Beispiel: R = Z3. Dann sind 1 und 2 Einheiten in R.
Qi(r,s) =1r+s Qs(r,

[V
~

Il
[Se1
<
—+
[V

= Dot O Ot

Beispiel: B = Zs[a] RE {0, i,&‘:,m}. Einheiten sind {i,i,:m}.
Qi(r,s)=1-r+s
+ 0 i g @+l - o i g+l
0 0 i i z+1 0 [0 O 0 0
i i 0 z+1 & i |0 1 g z+1
z g z+1 0 i g |0 & az+1 1
z+1|z+1 & i 0 z+1 |0 z+1 1 i
Qz(r,s) =Z-r+s Qm(?“,s)zm-r—ks
r e 0 i g o+l R0 i F a4l
0 0 i g T+l 0 0 i g z+1
i i z+1 0 i i |z+1 3 i 0
g |z+1 & i 0 i i 0 z+1 &
g+1| 1 0 o+1 & c+1| & z+1 0 i
. . . - NxN — N x N .
Zwei lateinische Quadrate @1, @2 heiflen iiber N orthogonal, wenn O : { (r, ) o (Qu(r, s), Qa(r, s)) eine

surjektive Abbildung ist.

Lemma 2 Sei R ein Ring und a, b Einheiten. Dann sind #quivalent:
1. Q4 und Qs sind orthogonal.
2. a,b sind orthogonale Einheiten.
Beweis: 2 = 1: Seien u,v € R. Wir haben (r,s) € R x R zu finden mit Q.(r,s) = v und Q(r,s) = v, d.h.
a-r+s=u
b-r+s=wv
Dann ist (r,s) eine Losung des GS.
1= 2: Da @, und @ orthogonal sind, gibt es r,s € R mit Q4(r,s) =1 und Qs(r,s) =0
= a'r+s=1,b-r+s5s=0 = (a —b)r =1, also ist a — b Einheit. O

es ist das Gleichungssystem zu 16sen. Man wihle r = (a — b) (v —v), s=u—a-r.

Folgerung 3 1st n ¢ (2)\ (4), d.-h. n # 2+ 4m, dann gibt es zwei orthogonale lateinische Quadrate der Ordnung n.
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Beispiel: n=3: r=12Zs, Qi, @5 sind orthogonal
Zo[z] . .
n=4: R= /a:5+z+1 , dann sind Q1, @3, Q135 paarweise orthogonal.
n=5: R=1Zs, dann sind Qj, @3, Q35, Q3 paarweise orthogonal.

n=6: 6=2+4-1
Ist n = 2 + 4m, dann gibt es keinen Ring R mit |R| = n, der orthogonale Einheiten besitzt.
Euler vermutete: Ist n = 2 4+ 4m, dann gibt es keine zwei orthogonalen Quadrate der Ordnung n (~1780)
1900 wurde diese Vermutung fiir n = 6 bestétigt.
Um 1960 fand man je 2 orthogonale lateinische Quadrate der Ordnung 10 und 14.
1960 zeigt ein Inder: Ist n = 2 + 4m und n > 18, dann existieren zwei orthogonale lateinische Quadrate der Ordnung n.

Sei n € N. Dann lautet das n - n-Offiziers-Problem:

Gegeben seien n Regimenter und n Offiziersdienstgrade. Aus jedem Regiment wéhle man zu jedem Dienstgrad einen
Offizier dieses Dienstgrades. Kann man diese n - n Offiziere so in einer n X n-Formation aufstellen, daf in jeder Spalte
und jeder Reihe jedes Regiment und jeder Dienstgrad genau einmal vorkommt?

Angenommen, es existiert fiir n eine solche Formation. Den Regimentern gebe man die Nummern 1,...,n, den
Dienstgraden ebenfalls die Nummern 1,... ,n. Sei dann (i,k) der Offizier aus dem Regiment ¢ mit dem Dienstgrad k.
Sei N ={1,...,n}.
Die Formation ist dann eine Funktion O : N x N 1:>f1 N x N.

au.

Sein_{ NxN — N
) (r,s) +— 4 mit O(r,s) = (¢, k)
@1 ordnet jedem Platz das Regiment zu. Da in jeder Spalte und jeder Reihe jedes Regiment genau einmal vorkommt,
ist Q1 ein lateinisches Quadrat.
Sei Qs : { NxN —» N
(rys) +—  kmit O(r,s) = (i, k)
Dann ist ()2 ein lateinisches Quadrat.
Da O(r,s) = (Q1(r,8),Q2(r,s)) ist und O : N x N e N x N, sind Q1, Q2 orthogonal.

Folgerung 4 Fiir n € {2,6} gibt es keine Losung des n - n-Offiziers-Problems.
Sonst gibt es eine Lisung, da fiir n zwei orthogonale lateinische Quadrate existieren.

Die 1. Kavallerie-Division (Ostpreufien) bestand 1941 aus:
1. Aus jedem Regiment wihle man den Oberst:

01 =(1,1) 021 = (3,1)
02 =(2,1) O22 = (4,1) (Freiherr von Broich)
1. Reiterregiment 2. Aus jedem Regiment wihle man den Stabsarzt:
2. Reiterregiment A1 =(1,2) A1 = (3,2) (Dr. Askani)
21. Reiterregiment A =(2,2) Aze = (4,2) (Dr. Podewski)
22. Reiterregiment 3. Einen Leutnant
L1 =(1,3) L2 = (3,3)
L =(2,3) L3> = (4,3) (von Unruh)
4. Einen Major
M, = (1’4) Mo = (3’4)
M = (2,4) Mz = (4,4)
Man wahle zwei orthogonale lateinische Quadrate der Ordnung 4:
Regimenter Dienstgrade O(r,8) = (Q1(r,8),Q2(r, s))
Qi1 2 3 4 Q|1 2 3 4 | 1 2 3 4 |
1|1 2 3 4 1|1 2 3 4 10 (22 (33) (44) 01 Az La My
2 (2 1 4 3 2 |3 4 1 2 2| (2,3) (1,4 (41) (3,2) Ly My O Axn
3 (3 4 1 2 3 14 3 2 1 3134) (43 (1,2) (2,1) M2 Laa A O-
4 |4 3 2 1 4 2 1 4 3 4|42 31 (24) (1,3 Ay Om M Ly

2.3 Projektive Ebenen

Sei K ein Korper, dann sei P = K x K. (r,s) € K x K heifit Punkt der Ebene.
KxK — K 561 _{KxK—)K
(r,s) = a-r+s’ e (r,s) — r
g CC K x K heifit Gerade, wenn es ein a € K U {oo} und ein b € K gibt mit
rs)la-r+s=>b}={(r,s)ls=—a-r+b} fallsa# oo
9 =1{(r)|Qa(r,s) = b} = { %Er,sgir =b} = {(b}, s)|§(€ K){} J falls a = o0
Sei G = {g|g ist Gerade}.
Zwei Gerade g1, g2 heiflen parallel, wenn es a und b1, bz gibt mit g1 = {(r, 8)|Qa(r,s) = b1}, g2 = {(r, )|Qa(r, s) = b2}.

Zu jedem a € K setzen wir Qg : {
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Dann ist |P| = |K|?, |G| = |K|* + |K]-
It g€G = |g|=|K|, pE KxK = |{glp€ g}| =|K|+1.
(P, G) heifit affine Ebene iiber K.

Eigenschaften affiner Ebenen: (0.2) (1D
1. Sind p1 # p2 Punkte, dann gibt es genau ein g € G mit {p1,p2} C g.
2. Seien g1,92 € G, g1 # g2, dann gilt: (0,0) (1,0)

1. |g1 Ng2| =0, falls g1, g2 parallel sind.
2. |g1 N g2| =1 sonst.
3. Es gibt vier Punkte a1, a2, a3, a4 von denen keine drei auf einer Geraden liegen.

Man nennt (P,G) eine projektive Ebene, wenn G C P(P) und:

1. Sind p1 # p2, p1,p2 € P, dann gibt es genau ein g € G mit {p1,p2} C g.
2. Sind g1,92 € G, g1 # g2, dann ist |g1 N g2| = 1.

3. Es gibt S C P mit |S| =4 und fiir alle g € Gist [gN S| < 2.

Lemma 1 Zu jedem Korper gibt es eine projektive Ebene (P,G) mit:
1. |g| = |K| + 1 fiir alle g € G.
2. {g €Gl|p € g} = |K|+1fir alle p € P.
3.|G| = |P| = |K|® + |K| + 1.

Beweis: Wir setzen 1. P = K x K U K U {o0}.

2. Seia € KU{o0} und b € K, dann sei g = {(r,5)|Qa(r,s) = b} U{a}, goo = K U {oo}. O
Beispiel: K = Z»
K x K - K
{ = O0-r+s=s
K X K - K
{ = l-r+s=r+s
Q { K X K — K 9 Yo
it (r,s) —» r=s ' -
goo = {(r, 5)|Qo(r, s) = 0} U {0} = {(0,0),(1,0)} U {0}
go1 ={(0,1),(1,1)} U {0} 00) , )
a0 = {(0,0), (L,1)} U {1} b w
g ={(0,1),(1,0)y u {1} o i -
goo0 = {(0,0), (0,1)} U {oo} (Minimalmodell einer projektiven Ebene)
Jool = (1’ 0)7 (1’ 1)} u {OO}
gOO - {07 1a OO}

Satz 2 Sei (P, G) eine projektive Ebene, die endlich ist. Dann gibt es ein n € N mit:
l.lgl=n+1 fir g € G.
2. {geGpeg}=n+1 fiir p € P.
3.|P|=|G|=n*+n+1.
n nennt man die Ordnung von (P, G).
Beweis: Behauptung 1: Sind g1, g2 € G, dann gibt es ein p € P mit p & g1 U go.
Beweis: Sei S C P mit [S| =4 und |[gN S| <2 mit g € G.
1. Fall: SZ g1 Ug2. Seip € S\ (g1 U g2).
2. Fall: S C g1 U g2. Dann sei {a,b} = g1 NS und {¢,d} =g2NS.
Sei gsN S = {a,c} und g4 N S = {b,d}.
Es ist g3 # g4, da sonst S C g3 (= g4).
Sei p der Schnittpunkt von gs und g4
Dann ist {p,a,c} C g3 und {p,b,d} C ga.
Esist p ¢ S, denn gs NS = {a,c} und g4 N S = {b,d}.
Ist {p,a,b} C g1 = g1 = g3, g1 = g4. Dann wire S C g1 #.
Ist {p,c,d} C g2 = g2 = g3, g2 = g4. Dann wire S C g2 #.
Also ist p € g1 U ga.
Behauptung 2: Sind g1, g2 € G, dann ist |g1| = |g2].
Beweis: Sei p € P und p & g1 U go.
Fiir jedes ¢ € g1 sei hq € G mit {p,q} C hq.
Sei ¢(q) der Schnittpunkt von gz mit hg.

@ g1 l;fl) g2 ist Bijektion nach Konstruktion.
au:

Da S C P mit S| >4ist |g| > 1 fir g€ G.
Sei n = |g| — 1 (damit ist 1. gezeigt.)
Behauptung 3: Sei p € P, dann gibt es eine Gerade g € G mit p & g.
Beweis: Sei S C P mit |S| =4 und |SNg| <2 fiir jedes g € G.
Sei S = {a,b,c,d}. Sei g1 € G mit g1 NS = {a,b}, g2 € Gmit g2NS = {¢,d}, gs € G mit gsNS = {a,c}.
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Es geniigt zu zeigen: p € g1 N g2 N gs.
Angenommen, p € g1NgaNgs = pE€giNgs = p=a
= a€g2 = {a,¢,d} C g2 #,da|SNgz| <2
Behauptung 4: [{g€Gpeg}|=n+1 s
Beweis: Sei h eine Gerade mit p € h. Sei dann g € G mit p € g. ()_h

Sei ¢(g) der Schnittpunkt von g mit h.
Dannistga:{gEG|p€g}l;fl>h=>|{g€G|p€g}|=n+1. /

Behauptung 5: |P| = n® + n+ 1.
Beweis: Sei p € P. =p
Sei H = {g\ {p}|p € g € G}. Dann ist |g\ {p}| = n.
Sind g1 \ {p}, 92 \ {p} € H, g1 # g2, dann ist (g1 \ {p}) N (g2 \ {p}) = 0.
( (

P=UHU{p} = |P|=|L+JH|+1=(h§H|h|)+1= hgln)+1= n+1)n+1.

Behauptung 6: |G| =n?> +n+ 1.
Beweis: Sei h € G. Fiir jedes p € h sei H, = {g € G|p € g} \ {h}.
H,NH, =0 fiir p,g € hund p #q.
|Hp| = n fiir p € h.
Esist G=(U Hp)U{h} = |G|=| 1 Hp|+1= > |Hp|+1=(n+1)n+1. O
peh p€Eh pEh

2.4 Projektive Ebene und lateinische Quadrate

Satz 1 Sei n > 2 und S eine orthogonale Menge lateinischer Quadrate mit [S| = n — 1 iiber N = {1,... ,n}. Dann
gibt es eine projektive Ebene (P, G) der Ordnung n.

Beweis:SeiS:{Ql,,,.’Qn_l}‘seiQo:{NXN -+ N NxN — N

(r,s) — s ’Qc‘o'{ (r,s) — r
Fiir jedes a € N \ {n} U{0,00} =: N* und jedes b € N sei hqp, = {(r,5)|Qa(r,s) = b}.
Behauptung 1: |hes| = n.
Beweis: Ist a = 0, dann ist h,p eine Spalte.
Ist a = 0o, dann ist hgp eine Zeile.
Sonst kommt b in jeder Zeile und Spalte genau einmal vor.
Behauptung 2: Ist b # d, dann ist hqp N heq = 0.
Beweis: Q,(r, s) ist eine Funktion.
Behauptung 3: Ist a # ¢, a,¢c € N*, dann ist |hes N heq| = 1.
Beweis: Wir haben z.z: Es gibt genau ein (r, s) mit Q. (r,s) = b und Q.(r,s) = d.
Existenz: 1. Fall: a = oo.
a) ¢ = 0. Dann sei (r,s) = (b,d).
b) ¢ € N. Dann gibt es ein ¢t mit Q.(b,t) = d. Sei (r, s) := (b, t).
2. Fall: @ = 0. analog 1. Fall.

3. Fall: ¢ € N.
a) c=0.
b) ¢ = co.

¢) ¢ € N. Dann sind @, und Q. orthogonal, also gibt es (r, s) mit Q4(r,s) = b und Q.(r,s) = d.
. _— NxN — NXxN
Bindewigeet:0:{ ('3 305" 0.0

Dann ist nach (1) O surjektiv und somit auch injektiv, also ist (7, s) eindeutig bestimmt.

Wir definieren eine affine Ebene wie folgt:
a) Sei N x N die Menge der Punkte.
b) Fiir a € N* sei Hq = {has|b € N}.
¢)Sei H= |J Ha.
aEN*
Dann gilt:
1. Sind p,q € N x N, dann gibt es genau ein h € H mit p,q € h.
Beweis: (Existenz & Eindeutigkeit)
Fiir a € N* sei do = Qa(p). Sei ho = {(7, 5)|Qa(r,s) = da}.
Dann ist hq N he = {p} fiir a # ¢, a,c € N*.

Nach Behauptung 1 ist |he| = n. Dannist |Jka| = | ¥ (ha \{p}) W {p}| = (n+1)(n—1)+1 = n?.
a€EN* a€EN*

Alsoist N x N= | (ha \ {p}) ¥ {p}, somit gibt es genau ein a € N* mit ¢q € hq.

aeN*
2. Sind h1,hs € H, dann gibt es nach Behauptung 2 und 3:
1. Es gibt a mit h1,h2 € H, und h1 Nhe = 0 oder
2. |h1 ﬂh2| =1.
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a b c d
Dann gilt fiir jede Gerade g |[SNg| < 2.
Beweis: hoo1 = {(1,8)|s € N}, hoo2 = {(2,8)|s € N} = heo1 Nhoo2 = 0.
{a,b} C hoo1, {¢,d} C hoo2. Angenommen, es gibt ein g mit [g N S| > 3.
l.Fal: aggoderbg g: — {c,d} Cg9g —> g =hoo2 und gNhoor # 0 #
2. Fall: ¢ € g oder d € g : analog.
Sei P=N x NUN* und fiir h € H, sei g = hU{a}. goo = N U {0}
Dann ist (P, G) eine projektive Ebene. O

Satz 2 Gegeben sei eine projektive Ebene der Ordnung n. Dann gibt es eine Menge S von orthogonalen lateinischen
Quadraten mit |S| =n —1 iiber N ={1,... ,n}.
Beweis: Sei goo € G. Dann ist |goo| =n + 1.

Sei 0.B.d.A. goo = {1,... ,n} U {o0}. Sei N* = (9o \ {n}) U{0}.
Fiir a € goo sei H, = {g\ {a}|g € G\ goo und a € g}.

Dann gilt:
a) |Ha| = n.
b) Ist h € H,, dann ist |h| = n. H
c) hi Nhe =0 fir h1,hs € Hy,h1 # ha. 4= :
Somit ist || Ha| = n?. M -
d) UHo = P\ goo. n|

e) Ist a # cund hy € H,, ho € H, = |h1ﬂh2|=1.
Sei h1 € Hy. Dann gibt es ein fi : {(1,s)|s € N} 1;{1) hi.
aul

n fZ
Sei hoo € Hoo mit hoo Nh1 = {f1(1,1)}. 12 ---n
Sei f2: {(r, 1)lr € N} =3 heo mit f2((1,1)) = f1((1,1))- 1
Sei F: N x N — P\ goo mit: 2

1. FD fiU fa.
2. Sei p € P\ (goo U hoo U h1), dann gibt es genau ein g; € H; mit p € g; und
genau ein goo € Hoo mit p € goo. Sei (7, s) so gewdhlt, dal (1,s) € g1 und n
(r,1) € goo. Wir setzen F(r,s) = p. Dann ist F : N x N 13;uf1> P\ ¢, da
IN X N| = |P \ goo| < 00.
Wie konnen 0.B.d.A. annehmen, dafl P\ goo = N x N und F =idp\ 4, ist.
Dann ist P=N x NUN U {co}.
Sei fir a € N* = (N \ {n}) U{0,00} Qa(r,s) wie folgt definiert:
Sei b € N, dann gibt es genau eine Gerade hy € H, mit (1,b) € hpy (nach c), d)).
Qa(r,8) = b fiir (r,s) € hs.
Dann ist Q. : N x N — N.
Wir notieren:
f) Zu jedem b gibt es genau ein h, € H, mit ke = {(7, $)|Qa(r,s) = b}.
g) Qo(r,s) = s, Qoo(r,s) =r.
h) Seien a # ¢, a,c € N* und b,d € N, dann gibt es genau ein (r,s) € N x N mit Qq(r,s) = b und Q.(r,s) =d.
Beweis: Sei g, € H, mit go = {(r,8)|Qa(r,s) = b} und g. € H. mit g. = {(r, 5)|Qc(r, s) = d}.
Dann ist (r,8) € ga Nge < Qa(r,s) =b und Qc(r,s) =d.
Daa#c = |gaNge| =1
Behauptung: Ist a € {1,... ,n — 1}, dann ist Q, ein lateinisches Quadrat.
i) Zu jedem s,b € N gibt es genau ein 7 € N mit Q.(r,s) = b.
Beweis: Es gibt genau ein (7, s) mit Qo(r,v) = s und Q4 (r,v) = b.
= v=8 = Qqu(r,s) =b. O

2.5 (0,1)-Matrizen

Sei A = (aix) eine n x n-Matrix mit a;; € {0,1} und

1. aix = aki
2. Ist | # k, dann gibt es genau ein 7 mit a;x = 1 und a;; = 1.
3. Fiir alle [, k gibt es ein j mit a;z = 0 und aj;; = 0.

Wir wollen zeigen:

2 . . L, _f m firi=k
a) Ist A* = B = (b;x), dann gibt es ein m > 3 mit b, = { 1 sonst
Hieraus wird folgen:

b) n=m?—m+1, Spur(A) =3 ai; > 0.
i=0
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Beipiele:

n=1:A=/(0).
1 11 0 0 0 O
1 0 0 1 1 0 O
1 0 0 0 0 1 1

n=7:A= 0 1 0 1 0 1 O
0 1 0 0 1 0 1
0o 0 1 1 0 0 1
0 0 1 0 1 1 0

B:A2,btk:{ ? 211:2;]]: ,n=m>—m+1, Spur(A) =m =3.

Beweis: a) Wir setzen N = {1,2,... ,n} und Si = {ilasx =1} fiir k € N.
|Sk| gibt die Zahl der Einsen in der k-ten Spalte (Zeile) an.
Die Bedingungen 1-3 sind dann dquivalent zu:
1.i€ Sy < ke
2. |SlﬂSk| =1firl #k.
3. Fiir alle [,k gibt es ein j mit j & S, U S;.
Sei i,k € N. Dann ist aj; - aix = a1 - aip, = 1 gdw. 1 € S; N Sk.

Also ist b = E a1l = |Si n Skl
=1

Nach 2 ist bsg l= 1 fiir 7 # k.
Lemma 1 Es gibt ein m > 3 mit |S;| = m fiir alle | € N.
Beweis: Wir wihlen k£ € N mit |S;| maximal. Sei m = |Sg|.
4. Ist ¢ # j, dann gibt es genau ein k mit {7, 5} C Sk.
Beweis: Nach 2 gibt es ein £ € S; N .S;.
Dann ist nach 17 € S;, und 5 € Sk.
Seien k,l € N mit {¢,5} C Sx N S;. Dann ist nach 2 k = 1.
5. Ist j € Si, dann ist |S;| > |Si|.
Beweis: Zu i € S gibt es genau ein g(i) € N mit {4, 5} C Sy (nach 4).
Da j € Sy(;) ist nach 1: g(3) € S;.
Also ist g: S 13 S;, also |55 > |Si].
6. Ist I € N, dann ist |S;| = m.
Beweis: Nach 3 gibt es ein j mit j € S; und j € S;.

. 5) 1¢S; J€5k
Dannist I ¢ Sjnach 1 = m > |S| > [|S;| > |Sk|=m.

7. m > 3.
Beweis: Nach 3 ist |[N| > 2. Nach 4 gibt es ein u mit |Sy| > 2.
Sei v € N \ {u}. Nach 3 gibt es dann ein j mit j ¢ S, U Sy.
Sei i € Sy. Dann gibt es ein w mit {7, j} C Sy nach 4. Dann ist [{u,v, w}| = 3.
Ist |Sw| > 3, dann ist m > 3.
JE€Sw»

Sei also |Sy| = 2. Dann ist Sy, = {¢,7}- Da [Su N Sy| =1 = i € S,.
Alsoist 1 € Sy, 1€ Sy, 1 €Sy = {w,w,v} CS;i = |Si| >3. O

Satz 2 Sei A eine symmetrische n x n-Matrix mit a;, € {0,1} und m > 3. Ist A> = B = (b;z) mit b;; = m und
biy, = 1 fiir 4 # k, dann ist n = m? —m + 1 und Spur(A) # 0.
Beweis: Da A symmetrisch ist, gibt es eine Matrix U und eine Diagonalmatrix D mit U~'AU = D.

1. Die Menge der Eigenwerte von A ist {dii|1 < ¢ < n}.

2. Spur(A) = Spur(D) = f: di;.
i=1

3. m ist Eigenwert von A.
Beweis: 7 = (1,...,1)T. Wir zeigen: AT =m - 7.
Da A symmetrisch ist, ist {k|ax; = 1} = {k|a:x = 1}.
n

Dam=2b; = E QikQki = |{k|akl = 1}| = |{k|aik = l}l
k=1
Also ist AT = (m,...,m)T =m7.

4. fs = [[(d}; — ).
=1
Beweis: U 'BU = U 'AAU = U *AUU ' AU = D?.

Also ist B~ D?* = fp = fp2 = Ul(d?’ —z).

5. fe=(m+n—1—z)(m—-1—2z)" "
Beweis: Ersetzt man die erste Spalte durch die Summe aller Spalten in B — zE, so erhélt man:
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m-— 1
ci=m+4+n—1—zfirl<i<n m—z
cii =m —z fir 1 <i. B—zE =
cik = 1 sonst
1 m-—z
Subtrahiert man die erste Zeile von den {ibrigen, mitn—1—z 1
so erhdlt man C' = (cjy). m4n—1l—-z m-—z
cu=m+n—-1-z C=
cii=m—1—gfiri>1
cip = 0 fiir 1 # k. m+n—1-z 1 m—z
m+n—1—cz 0
Dann ist det(B — zE) = detC = detC' = = m-z—1
(m4+n—1—-z)(m—1—z)" L -
0 m—-—z—1

Sei dyy =m. Dannist m*> =de, =m+n—1 = n=m> —m+1.
Firi#kist d; =m—1 = diy = £v/m —1.
6. Es gibt ein ¢t € Z mit Spur(A) =m + tvm — 1.
Beweis: R = {i|di; < 0} und S = {i|d;; > 0 und ¢ # k}.
Spur(A) = E dis =m+|S|[vm—1—|RlvVm—-1=m+ (|S| — |R|)vVm — 1.

7. Spur(A) # 0. -
Beweis: Spur(A) —m=ty/m—-1 = t=0o0der y/m—-1€N

Ist t =0, dann ist Spur(A ) m > 3.
sonst ist Spur(A) —1=+v/m —1(vVm —1+1).
Dam>3ist vym—-1>1 = /m—-1>2 = Spur(4)>1. O

2.6 Freundschaftsgraphen

Sei P eine Menge von Punkten und K C P2(P). Dann heifit (P, K) (schleifenloser) Graph.

Beispiele: Es sei K # 0.
L .2
3
/ \ >< / 1\
1 2 4 3

1
P={1} P=1{1,2,3} P=1{1,2,3,4} P:{l, ,3,4,5}
K =P2(P) = K=7(P) K ={{1,2},{1,3},{1,4},
{{1’2}’{1’3}’ {2’3}} {1’5}’{2’ 3}’{4’5}}

Sei p € P. Dann sei Sp = {r|{p,r} € K}. Sp ist die Menge der Ecken, die mit p durch eine Kante verbunden sind. |Sp|
gibt an, wieviele Kanten von p ausgehen.

Dann gilt:
1.7 ¢S,
2.reS, < pes,.

Wir nennen (P, K) einen Freundschaftsgraphen, wenn gilt:
(*) Fiir alle p # ¢, p,q € P gibt es genau ein r mit {p,r}, {¢,7} € K.
Anschaulich: Ist {p,q} € K, dann nennen wir p und ¢ Freunde.
() sagt dann aus, da8 p # ¢, p,q € P genau einen gemeinsamen Freund besitzen.
3. Sei (P, K) ein Graph. Dann sind &dquivalent:
1. Fiir alle p # g ist [Sp N Sy| = 1.
2. (P, K) ist Freundschaftsgraph.
3. Fiir alle p # ¢ gibt es genau ein r mit {p,q} C S,.
Beweis: Es gibt genau ein r mit S, NS, = {r}.
<= Es gibt genau ein r mit {p,r}, {q,7} € K.
<= Es gibt genau ein r mit {r,p},{r,q} € K.
<= Es gibt genau ein r mit {p, ¢} C S,.

Wir nennen (P, K) einen Sterngraphen, wenn es ein p € P und f: P\ {p} — P\ {p} gibt mit:
a) f(q) # ¢, f(f(q)) = q fiir g € P\ {p}. ‘,
b) Sp = P\ {p}, S¢={p,f(q)} fir ¢ € P\ {p}. /\p

Dann gilt: o 7‘<

4. Jeder Sterngraph ist ein Freundschaftsgraph. f(q)=r
Beweis: Sei r # q. Wir haben zu zeigen: |S, N Sy| = 1.

7

o=f(r)
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1. Fall: p € S, N S;.
Dap¢ S, = q,7€ P\ {p}.
Da f(f(r)) =r#q=f(f(a)) = f(r)# fl@) = SN S ={p, f(@)} N {p, f(r)} = {p}.
2. Fall: p & S, N S,.
Dann ist p = r oder p = q. Sei 0.B.d.A. r = p.
Dann ist Sp NS, = {f(q)}. O

Wir wollen zeigen: Jeder Freundschaftsgraph ist ein Sterngraph.

Lemma 1 Sei (P, K) ein Freundschaftsgraph. Gibt es p,q € P mit S, U Sy = P, dann ist (P, K) ein Sterngraph.
Beweis: Da p ¢ Sy, ist ¢ # p und |P| > 2.
Sei 0.B.d.A. |Sp| > |Sq|.
5. Ist r € P, dann ist |Sy| > 2.
Beweis: Sei t € P\ {r}. Dannist |[S, N S| =1 = |S,| > 1.
Angenommen, |S,| =1, also S, = {s}.
Da fiir alle t € P\ {r} gilt: |S, NS¢ =1 = se S firte P\ {r}
= teS,firalete P\{r} = Ss=P #,das¢S..
6. Fiir alle r € P\ {p} ist |S,| = 2.
Beweis: Ist r € P\ {p,q}, dann ist |S, N Sp| =1 und |Sq N S,| =1.
Da P = S, U S, ist |Sy| = 2.
Angenommen: |Sq| > 3.
Da |Sp| > |Sq| und |Sp n Sql =1 gibt €s 81,82 € Sq \ Sp, 81 7é so und t1,t2 € Sp\Sq, t1 7é to.
Nach 3 gibt es r1,72 € P mit: {s1,t1} C Sy, und {s2,t2} C S,,.
Es sind r1,72 € P\ {p,q} = |Sri| =|Sr2|-
Sry = {S1,t1}, Sry = {Sz,tz}. Also Sy, NSy, = 0 #
Da S, US; =Pund [Sg|=2und |Sp NSl =1 = |Sp|=|P\{p}|. Dap &S, = S, =P\ {p}.
Sei r #p. Da |Sy| =2 und |S, N Sp| =1sei f: P\ {p} = P mit S, = {p, f(r)}.
Da |S;| =2 ist f(r) #p.
Dar &S, ist f(r) #r.
Da f(r) € S, st € Sy = {p, (S} = 7= F(F(r))-
Also ist (P, K) ein Sterngraph. O

Satz 2 Ist (P, K) ein Freundschaftsgraph, dann gibt es p,q € P mit S, U S, = P.
Beweis: Angenommen, fiir alle p,q € P gibt es ein r ¢ Sp U S,.
Sei 0.B.d.A. P ={1,...,n} und A = (ai) die Matrix mit a;x = { (1] Zzlrlfstl € Sk
Dann gilt: 1. a;x = ag;-
2. Fiir alle [ # k gibt es genau ein ¢ mit a;; = 1 und ag; = 1.
3. Fiir alle £, gibt es ein ¢ mit ax; = 0 und a;; = 0.
Dann ist Spur(A) # 0, d.h. es gibt ein ¢ mit as = 1.
= 1€5; #,daigZSi .

2.7 Das Konigsberger Briickenproblem

Frage: Gibt es einen Rundgang mit: Jede Briicke wird
genau einmal benutzt?

4 7
Umformulierung:
1. Man legt auf jedes Territorium (Ufer oder Insel) genau einen Punkt. 3
2. Man legt auf jede Briicke einen Punkt. 8=/9"=\=10
3. Man verbindet den Briickenpunkt mit dem Territoriumspunkt, falls die Briicke auf \‘17> 2
das Territorium fijhrt. 5. - 1

60 .
| 7
Frage: Lift sich diese Figur ohne abzusetzen und ohne eine Kante zweimal zu ziehen zeich- 4
nen (wobei Anfangs- und Endpunkt gleich sind)?

LN
Ein dhnliches Problem: ‘ >< ‘
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Frage: Kann man diese Figur zeichnen ohne abzusetzen und ohne zweimal eine Kante zu ziehen?

Sei (P, K) ein Graph.
1. Seien p,g € P, n€Nund f:{1,... ,n} — P mit
1. £(1) = p und f(n) = g.
2. {f(i), fi+1)} €K fir 1 <i < n.
Dann heifit f ein Weg.

Sei P¥ = {f(i)|1 <i<n}und K' = {{f(d), f(i + D}|1 <7 <n}.
Anschaulich: Ein Weg ist eine Zeichnung ohne abzusetzen durch die Punkte P¥ entlang der Kanten aus K.
Bemerkung: Ist f ein Weg von p nach ¢ und ist g(¢) = f(n+1—1%) fiir 1 <¢ < n, so ist g ein Weg von ¢ nach p.
3. Der Graph (P, K) heiflt zusammenhingend, wenn es fiir alle p, ¢ einen Weg von p nach ¢ gibt.
4. Ein Weg von p nach p heifit Rundweg.

Lemma 1 Sei f ein Rundweg der Linge n und p € P¥ = {f(i)]1 <i < n+1}. Dann gibt es einen Weg g der Liinge
n von p nach p mit K¥ = K9 = {{g(:),g(i + D}1 <4 < n}.

flk+:-1) k+i—-1<n+1

flk+i—(n+1) n+l<k+i<n+i O
5. Ein Weg f heifit eulerscher Weg, wenn |K¥| = |f| — 1.

Anschaulich: Zeichnen ohne abzusetzen und ohne eine Linie zweimal zu ziehen.

Beweis: Sei p = f(i). Wie setzen g(k) =

Lemma 2 Sei f ein eulerscher Weg von p nach ¢ und S,f = {s|{r,s} € K*} fir » € Pf. Dann gilt:
1. |S,7| ist gerade fiir r € P\ {p,q}.
2. a) Ist p # ¢, dann ist |S,f| und |S,7| ungerade.
b) Ist p = ¢, dann ist |Spf| = |Sqf| gerade.
Beweis: Sei fir 1 <i <n F(i) = {f(7), f(: + 1)}. Da f ein eulerscher Weg ist, ist F': {i|]1 <7 <n} K.
Seir € P.Dannsei N, ={ill<i<n+1, f(i)=r}.
1.Ist r € P\ {p,q}, dann ist |S,f| = |{F(3)|r € F(i)}| = {F(GE —1)|i € N,}W{F(5)|i € N,}| =2 |N,|.
2. Ist p # g, dann ist |S,7| = [{F(n — 1)} W{F(i —1)[i € N} W {F(5)|i € Ng}| =2 |Ng| + 1.
1S, f|=...=2|Np| + 1.
3. Ist p = g, dann ist |S,| = {F(n —1),F(1)} W {F(i — 1)|i € Ny} W {F()|i € Ng}| =2 - |Ng| + 2. O
6. Ein eulerscher Weg heifit voller Weg, wenn Pf = P und K = K.

Folgerung 3 Besitzt ein Graph (P, K) einen vollen Rundweg, dann gilt:
1. |Sy| = [{s|{s,r} € K}] ist gerade.
2. (P, K) ist zusammenhé&ngend.

Folgerung 3, Gibt es einen vollen Weg von p nach ¢ mit p # ¢, dann gilt:
1. a) |Sy| ist gerade fir r € P\ {p, q}.
b) |Sq| und |Sp| sind ungerade.
2. (P, K) ist zusammenhé&ngend.

Satz 4 Ist (P, K) zusammenhingend und |S,| gerade fiir alle r € P, dann gibt es einen vollen eulerschen Rundweg.
Beweis: Seien f, g eulersche Wege. Wir schreiben f < g, wenn |K¥| < |K9|.
Behauptung 1: f sei ein eulerscher Weg von p nach q. Ist |Sqf | < |Sq|, dann gibt es eine eulerschen Weg g mit
f<g.
Beweis: Sei s € S; \ S,/. Dann ist {g,s} € K \ K.
Sei g = f U {{n + 1, s}}, wobei n die Lange von f ist. Dann ist g ein eulerscher Weg mit g > f.
Sei f ein maximaler eulerscher Weg bzgl. <.
Behauptung 2: f ist ein eulerscher Rundweg.
Beweis: Sei f(0) =p, f(n) =gq.
Nach Behauptung 1 ist S,¥ = S, (da f maximal) VOrausselsung Also ist |S,7| gerade Lemme 2 ) — g
Behauptung 3: Fiir alle g € P}l ist Sqf =S
Beweis: Angenommen, es gibt ein ¢ € P¥ mit S,/ S 5.
Nach Behauptung 2 ist f ein Rundweg, also gibt es nach Lemma 1 einen Weg g von ¢ nach ¢ mit Kf = K¢
und Lange von g ist gleich Lange von f.
Nach Behauptung 1 gibt es dann ein A > g # zur Maximalitét von f.
Behauptung 4: Pf = P.
Beweis: Angenommen, es gibt ein r € P\ Pf.
Sei p der Anfangspunkt. Da (P, K) zusammenhé#ngend ist, gibt es einen Weg g von p nach r.
Dann gibt es ein kleinstes ¢ mit g(s + 1) ¢ P?. Dann ist g(i) = ¢ € P¥.
Da g(i+1) ¢ P'ist g(s + 1) ¢ S,7, also |S,7| < |Sy| # Behauptung 3
Behauptung 5: K/ = K.
Beweis: Sei {r,s} € K. Dann ist »r € Pf und s € S,.
Dann ist S, = S, (nach Behauptung 3) = {r,s} € K. O
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Folgerung 5 Sei (P, K) ein zusammenhingender Graph. Gibt es p,q € P, p # ¢ mit:
1. |Sq| und |Sp| sind ungerade,
2. |Sy| ist gerade fiir r € P\ {p,q},
dann gibt es einen vollen Weg von p nach q.
Beweis: Sei r € P. Wir setzen P’ = PU {r} und K' = K U {{p,r},{r,¢}}. Dann ist (P', K') zusammenh#ngend und
| S| ist gerade fiir alle ¢ € P'. Also gibt es einen vollen Rundweg f in (P', K').
Sei n + 2 die Linge von f'.
Nach Lemma 1 koénnen wir 0.B.d.A. annehmen, da8 f'(0) = r und f'(n +2) = r.
Dann ist {f'(1), f'(n +1)} = {p,q}
Nach Lemma, 1 gibt es einen eulerschen Weg g’ von f'(1) nach f'(1) mit K¥' = K9
Sei g=g' [ {1,...,n}. Dann ist g ein eulerscher Weg von ¢ nach p oder von p nach q.
Nach der Bemerkung gibt es einen vollen (eulerschen) Weg von p nach gq. O



Kapitel 3

Polya-Theorie

3.1 Formale Potenzreihen

Sei R ein Ring. Dann sei R" = {f|f : N — R}.

a.)f+g:{N - R. : b) f-g: N }’2’ : )
i f(@) +9() no= Zlof(@)g(n—i)
N —- R
Sei a € R. dann sei f, : AN a firi=0. Statt f, schreibt man auch a.
¢ 0 sonst

Dann ist (RN, +,-,0,1) ein Ring. Man nennt R" den formalen Potenzreihenring iiber R.
1. Ist f + g =0, dann schreibt man fiir g auch —f.

Ist f- g =1, dann schreibt man fiir g auch f~! oder 1

7

N = Z
- N = Z 1 firn=0
7Be1sp1el.f.{ n o= 1 9 n -1 firn=1
0 sonst
Behauptung: f-g=1.
Beweis: (f - g)(n) = ] Of(i)g(n—i)
im
0
= (f-9)(0) = Z:Of(i)y(o —1) = f(0)-g(0) =1
n>0: (f-g)(n)= Z)Of(i)g(n—i) =f(n)-9(0)+f(n—1)-9(1)=1-1+1-(-1) =0,
- Z
: . Hr G — Lg= =1
also ist (f-g): PN {1 fiiri =0 = fg9=1= f=3.
0 sonst
2.Sei f e RY. f0:=1, = (f").f.
N —+ R N —- R
Beispiel 1: Sei z : 1 ¢=1. Dannistz": . 1 i=n.
hdbins) otk — i
0 sonst 0 sonst
Beweis: (vollstindige Induktion)
n=0: 4/
k o —
T D s N oomyg w [ 1 firk=n+1
n—s>n+l:z (k)—gjoa: (@Bz(k—1i) =2"(k 1)$(1)—{ 0 sonst
1
. N = Z
Beispiel 2: f{ i e 1
n. ] N — Z
Behauptung: f" : { e (n+;"—1)
Beweis: (vollstindige Induktion iiber n)
n J N = Z
AR
n — n+1: Dann ist nach IV f*(r) = ("*7 7).
Wir zeigen durch vollstindige Induktion iiber s : f"*'(s) = ("7*) = (T 1),

23
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8 3

FO = 80 fla == E 1) 1= 3 £,

= r=0

Ist s=0: f+i(s) = 21; F1(r) = f7(0) = 1.

sonst: fPH(s+1) = z fi(r) = (2 "(r)) + M (s+1) = " (s) + (s +1)

2+ ("“:iP D=0+ ) = (8. O
n N =+ R
3. Sind aqg, ... ,an € R, dann gilt: S oaizt a; firi<n
i=0 { sonst

Deshalb schreiben wir auch fiir f € RY 3 (i)’
i=0
Wir haben gezeigt:
LYzt =
i=0

2. (E m’) =3 ('“Lz.l*i)xi.
i=0 i=
Statt R" schreibt man auch R[[z]].
Es gibt viele kombinatorische Anzahlprobleme, die von einem i € N abhingen, z.B.:
Sei f(i) die Anzahl der Permutationen einer Menge D mit |D| = ¢. Dann ist f(i) = ¢l

Z . >
N — ., - Dafiir schreibt man auch )} ilz".
i = g =6
Beispiel: Sei D eine Menge von Dingen mit |D| = n, die sich in einer Urne befinden. Man zieht nacheinander 7 Dinge,
die man sofort wieder zuriicklegt: Eine Ziehung ist also eine Funktion Z : {1,...,i} = D.
Zwei Ziehungen Z,Y sollen #quivalent sein, wenn es ein 0 € Sy, ;3 gibt mit Y = Zoo. Y = {Z|Y ~ Z}.
Sei f { N = Z

D: . - .
i = {Y|Y:{1,...,i} = D}

Dann ist fp die kombinatorische Funktion zu dem Problem: “Ziehung von 7 Dingen aus D”.

Die kombinatorische Folge zu diesem Problem ist f :

Ist D = {a}, dann ist fD:f:{ Ij : 1Z
Behauptung: fp = f°I.
Beweis: (Induktion iiber |D|)
N —» Z
Ist |D| =0, dannist fo = f:{ . { 1 firi=0 =f°=fPl
0 sonst

Sei |D| > 0. Sei a € D und sei D1 = {a}, D2 = D\ {a}.
Nach IV ist fp, = f und fp, = fIP2/ = fIPI=1,
Die Ziehung von k-vielen Dingen aus D setzt sich zusammen aus der Ziehung von ¢-vielen Dingen aus D;

k
und k — i-vielen Dingen aus Do, und zwar ist fp(k) = Y. fp, (%) - fp,(k — 1), also ist fo = fp, - fp, =
i=0

f f\Dl 1 le\
. N — Z
Also ist fp : { PN (|DH—¢'—1) O

3.2 Erzeugende Funktionen

Sei f = 3° f(i)e* € R[z]]. Dann ist I; = {p € R| 3" f(i)p' konvergiert}.
i=0 =0

If -+ R
Ist Iy # {0}, dann nennt man Fy : p nh_,n;o E F(i)p' erzeugende Funktion von f.

Fiir Fy schreibt man auch 3 f(i)z*

i=0
F. 90
Besitzt f eine erzeugende Funktion Ff, dann ist f(i ) —fﬂﬁ
cerinle . _ 1 . _ . ) 1
Beispiel: Sei f = izzowl. Dann ist Iy = (—1,1) und Ff : o i T I
i=0

Also ist Fy(z) = =
Sei g = f™. Dann ist Fy(z) = (Ff(z))™ = (11z)m =1-z) ™
) . L .
Also ist g(l) = (0) (1,) = (_ )‘( m) = ( )l( m)-(—m— 1) c(=m—itl) _ (mpi-1)! (m+7,_1).

% .4 i!(m—1)! %
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Fiir jedes m bedeutet g(m) die Anzahl der Moglichkeiten, ein Produkt von m Zahlen vollstdndig zu klammern.

m=0: g(0)=0 {}
m=1: g(1)=1 {(a1)}
m=2: g(2)=1 {(a1a2)}

m=3: g¢g(3)=2 {(a1a2)as,ai(azas)}
Gesucht ist eine Funktion g(m) mit:
1. g(0) =0 und g(1) = 1.

2. Fiir n > list g(n) = nilg(k) -g(n—k).

W%r wollen zeigen: g(n). = g (2n L) fiir n > 1. Katalanische Zahlen:
Wir nehmen an, dafl g eine erzeugnde Funktion ist, d.h. Gegeben ist ein n-Eck. Auf wieviele Arten kann man dieses
der Konvergenzradius von G = 3 g(n)z™ ist groBer als  m-Eck so in Dreiecke zerlegen, daf} sich die Verbindungslinien

n=0 nicht iiberschneiden?
Null.

Behauptung: G*(z) — G(z) + z = 0.
Beweis: ( 3 gne" ) (£ gome") = £ (£ aklgtn-0)a" 2 5 gtma” —a.

n=0 \k=0 =0
([ . 0 firn=0

> g(k)g(n — k) 0 firn=1

k=0

g(n) firn>1
M2 ome0-K) = g0a) =0, > ok)a(1~F) = 9(0)a(D) +9()g(0) = 0.

£E=0
n n—1
2 9(k)g(n—k) = 3. g(k)g(n—k) = g(n).
= (Gz)—-3)’=1i-z = G( )=1(1+1—14z).
Die Taylor-Reihe von /1 — z ist Z anz™ mit ag =1, a1 = —3, und fiir n > 1 ist an = (—1)"(%)
=0 n—1 n—1 2n—2
Cgenslo I ) <i1;10(2i—1)> (il:[l Zi) (2n—1) . —1-(1_1:[1 i)~(2n—1)
=CFNG-0=5F o M- ==\ L e . w—
i=0 =0 ( I1 2i) (2n—1) 2"—1( I1 i)~(2n—1)
i=1 i=1
_ -1 (2n—1)!2 _ —2 2n—1
T 27 (2n—1)27(n-1)! ~ 47(2n-1) (n—l )
Dann ist die Taylor-Reihe von /1 —4z = Y b(n)z™ = > a(n)(4z)".
n=0 n=0
1 firn=0
= b(n) = -2 firn=1
—y (D)) firn>1
Die Potenzreihe fiir 2(1 + /1 — 4z) sei gleich ) c¢(n)z” mit ¢(1) = 2b(1) = -1 = g #ec.
n=0
o 0 firn=0
Die Potenzreihe fiir (1 — +/1 — 4z) sei gleich Y d(n)z" mit d(n) = 1 firn=1
=i 2n—1 s
=0 3(=b(n) = 55 (0) firn>1
n—1
Da G(z) die Gleichung G(z)? — G(z) + z = 0, erfiillt, ist d(n) = d(k)d(n — k), also ist g = d. O

£
Il
=

Beispiel: Leonard von Pisa (genannt Fibonacci, ca. 1180 bis ca. 1250) stellte folgende Aufgabe:

Das Weibchen eines Kaninchenpaares wirft nach Vollendung des 2. Lebensmonats allmonatlich ein neues Kanin-
chenpaar. Man berechne die Anzahl f(n) der Kaninchenpaare im m-ten Monat, wenn im 0-ten Monat genau ein
neugeborenes Kaninchenpaar vorhanden ist.

f(0)=1, f(1) =1, f(n+2) = f(n+1)+ f(n) (alte Kaninchen + neugeborene Kaninchen)

o0
Wir nehmen an, dafl f eine erzeugende Funktion F(z) = ) f(n)z" besitzt.
n=0

Behauptung: f besitzt eine erzeugende Funktion.
Beweis: (Quotientenkriterium)

. . n n+1 n n n
Sei p| < 3. Dann st | FGERE | = D o] = LRt ol < ol <1 0
Es gilt: F(z) = E fn)z" =14z + Z f)" =142+ > fn+2z™2 =142+ 5 (f(n+1) + f(n))a"*?
n= 0 n=0

=l+z+ Ef(n+1) "4 g Ef(n):c —14a+ 3 fm)e™ +2’F(@) =14z 5 f(n)a" +2”F(a)
n=0

n=1

=1+ a:F(a:) + z?F(z).
= 1=F(z)(1 -2z —2°) = F(z)=
Gesucht ist die Reihenentwicklung von

1-z—a2°

1
1-z—a2°
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Behauptung: Sei a; = 1+2\/57 az = 172‘/5- Dann ist F(z) = —= ( T T Ta )

Beweis: a1 +az =1, a1 —as =5, a1 - az = —1.

[0
1 a1 _ a9 _ 1 [(ao1—ajasz—astajasz | _ 1 V5 _ 1 _
V5 (lfalw lfazz) - V5 (12—(a1+a2)w+a1a2z2) — V5 (1—1@—1@2) T 1l-z—a2 F(iL‘)
o0 . . o0 . .
U = St 22 = 3 o,y (geometrische Reihe)
i =0

= P =% (5@ —aie) = 5 s ot i)z
Atsoist 1(5) = 3 (" — o) = & | (352) ™ - (55)™). D
Diese Zahlen heiflen Fibonacci-Zahlen.
10 =3 [(455) - (55) ] = 2 (14 OVE+ OVE + (VE .~ 1+ (V5 - (VE + (VB ..
— s [POVE+2VE 4 2(VE +2(OVE = () + () 5+ () 5+ ()5 =

Beispiel: In einer Ebene sind n Geraden gezeichnet mit folgenden Zusatzbedingungen:
1. Je zwei Geraden schneiden sich in genau einem Punkt.
2. In einem Punkt schneiden sich hochstens 2 Geraden.
Gesucht ist sie Anzahl f(n) der Gebiete, in welche die Ebene zerlegt wird.
fO=1  f)=2 f@2)=4 f(3)=7
Kommt zu n Geraden einer Ebene eine weitere Gerade hinzu, so entstehen n neue Schnittpunkte. Die Schnittpunkte
teilen die Gerade in n + 1 Segmente. Jedes Segment teilt ein Gebiet in zwei Teilgebiete.
Alsoist f(n+1)=f(n)+n+1 firn > 1.

Annahme: f besitzt eine erzeugende Funktion F(z) = 3. f(i)z*
i=0

Flz)= 3 fli)e =1+ 3 f@)o' =14+ 3 £+ Do =142 2(F0) +i +1)a’

(i+1)2 = (f} z'i)I = (ﬁ)' = iy

Fz) =14z (F(@) + o) = F@)(1-2) =1+ 55%p = Flo) = 5+ 555 = z otz 230(3“ Yat,
() = (1) = (47) = G,
— F@)= 3 (1+52) s — i) = 2422, 0

=0

3.3 Zusammengesetzte kombinatorische Folgen

Gegeben sei eine Menge D von Dingen. Jedem a € D sei ein Wert w(a) zugeordnet. Wir betrachten die Menge N” aller
Funktionen von D nach N.
Gesucht ist die kombinatorische Folge: fp(m) = |{g € N°| 3 g(a)w(a) = m}|

a€D

Lemma 1 Sind D,, D> Mengen von Dingen mit D; N Dy = @, dann ist fpiups = fpy - fDs-
Beweis: Sei D = D; U Ds.

m

fom) = |{s €31 £ s@rw@ =m}| = &

{gEND| > gl@w(@) =kund ¥ g(a)w(a)=m—kH

a€Dy a€Dsy

=3 |{g1Ug2lg1 €Nt und 3 gi(a)w(a) =k, g2 € N°2 und 3 ga(a)w(a) :m—k}‘
k=0

a€Dy a€Dsy

= kijo {91 € NP1 aEZI:) gi(a)w(a) = k}‘ . {gz € NPz2| ae% g2(a)w(a) =m — k}‘
= 5° fo, (k) - foo(m — k).

k=0

Also ist fp = fp, * fD,- o
Lemma 2 Ist D = {a}, dann ist fp =

1— z“’(“ !
. falls w(a
Beweis: fp(m) = |{glu(a)g(a) = m}| = { falls w(a)im
=] e k= w(a) e k
Also ist Z_:O fo(m)z™ = Z ™ = E ghwle) — z_: (mw(a)) = —1—;”(@) . O

w(a)lm
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SatZ 3 fD = H m.

a€D
Beweis: (vollstérfdige Induktion iiber |D|)

Ist D = 0, dann ist fp(m) = { (1) Zlcl)lr-ls? -

|D| > 0. Seia € D, Dy ={a}, D2 =D\ {a}, dann ist fpo = fp, - fp, = 1 zw(a) - fDs 2 l_zlw(a) II l_zlw(a)
a€Do
= H 1— mw(a) D
a€D
Wir wollen ein Verfahren angeben, wie man fp(m) berechnen kann:
1. |D| = n. Dann gibt es ein o : {i|i <n} =" D.
Wir setzen E = {z|z < n} und w(i) = w(o(3)).

Dann ist fe(m) = fp(m) fiir jedes m € N.
2. Man setzt E; = {j|j < i} und fi = fg,. Dann gilt:
(a) fo=1
(b) fita = fi- fay-
(€) fo = f& = fo-

3. friy = ey
Also ist fi+1 = fi- = fir1—e*Dfipi=fi = fiq1=fi+2°9Dfipr.
w(i)—1

S fon(ma™ = B filma™ + £ fra(ma O = D filma™ + S (film)+ forr(m - w(i)) 2™

m=uw (%)

1
1— g (9)

Man erhilt folgende Rekursionsformel:
0 1 m=0
f(0,m) = 0 sonst
) . f(i,m) fiir m < w(4)
fG+1,m) = { f@,m)+ f(i+1,m —w(i)) sonst
Dann ist f(n,m) = fu(m) = fe(m) = fp(m).

10 DIM A(10000) : A(0)=1 : DIM W(10)

15 REM Eingabe

20 N=6 : M=100

50 W(0):=50 : W(1)=20 : W(2)=10 : W(3)=5 : W(4)=2 : W(5)=1

100 REM Programm

120 A(K+W(I))=A(K+W(I))+A(K)

130 K=K+1 : IF K+W(I)>M THEN K=0 : I=I+1 : IF I=N THEN GOTO 210
140 GOTO 120
200 REM Ausgabe
210 FOR K=0 TO M : PRINT K;A(K) : NEXT K

Dann ist A(K)= £(6,k) = fo (k) fiir k& < 100.

Beispiel 1: Gegeben sei eine Menge D von Dingen mit |[D| = n.
Wir hatten Z : {i|¢ < n} — D eine Ziehung von n Dingen genannt.
Wir nennen Z &quivalent zu Y, wenn es ein 0 € Sy;ji<n} gibt mit Z =Y o 0. Z = {Y|Zoo=Y}.
. N —- N
f: { m — |{Y|Y ist eine Ziehung von m Dingen}|
D — N

. . zu (den Index der Ziehung.
a = [G<niz@) =ay ™ &)

Jeder Ziehung Z ordnen wir eine Funktion gz : {

Dann gilt:
1.Y ~Z gdw. gz = gy.

2. Ist g : D — N mit EDg(a) = m, dann gibt es eine Ziehung Z von m Dingen mit gz = g.
ae

f(m)={g eN"| ;Dg(a) =m}|

Setzt man w(a) = 1 Va € D, dann erhdlt man f(m) = fp(m).
Alsoist f = ]

1 1
—zgw(e) = (1—-z)7*
«eD 1-2 ( )

m
Beispiel 2: Sei D = {i|1 <{ < m}. Wir nennen eine Funktion Z : D — N eine Zerlegung von m, wenn Y, Z(i) = m.
i=1
Zwei Zerlegungen Z,Y heiflen dquivalent, wenn es ein o € S{jj1<i<m} gibt mit Y = Z oo
Sei ¥ = {Z|Z ~ Y}. Gesucht ist f(m) = |{V|Y ist eine Zerlegung von m}|.
o . j1<i<m} — N
Sei Z eine Zerlegung von m. Dann sei gz : lit<i< ; S .
e o i 11Z6) =)

Dann gilt:
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1.Y ~ Z gdw. gy = gz.
2.Ist g: {¢|]1 <i<m}— Nund E g(%) -1 = m, dann gibt es eine Zerlegung Z mit gz = g.

i=1

Also ist f(m) = Hg € Nlilisism}) E 9(2) -1 m}‘

Wir setzen w(i) = ¢ und erhalten f(m) = Hg € Ntiltsism}) in: g(D)w(i) = m}‘

i=1

Also ist f = H T zw(l H - z,.
Beispiel: Z(1) Z(2) Z(3) Z(4) Z(5)
VAR 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 5
AN 1 + 1 + 1 + 2 + 0 = 5
Z3 1 + 1 + 3 + 0 + 0 = 5
Zy 1 + 4 + 0 + 0 + 0 = 5
Zs 1 -+ 2 + 2 + 0 + 0 = 5
Zg : 2 + 3 + 0 + 0 + 0 = 5
AN 0 + 3 + 0 + 1 + 1 = 5 ~Zs

Beispiel 3: In der Schweiz gibt es 1, 2, 5, 10, 20 und 50 Rappen Miinzen. Wieviele Moglichkeiten gibt es, einen Franken
zu wechseln? o1
Eine Funktion Z : {i|i < k} — D = {1, 2,5,10, 20,50} heifit Zerlegung des Betrages m, wenn > Z(i) =
i=0
Zwei Zerlegungen des Betrages m heiflen dquivalent, wenn es ein o € Sy z gibt mit Z =Y oo.
Sei Y = {Z|Z ~ Y}. Gesucht ist f(m) = |{Z|Z ist eine Zerlegung des Betrages m}|.
D —+ N

Wieder betrachtet man den “Index von Z” gz : . .
I a = [{il2() = a}|
Dann gilt:
1) Z~Y < gz =gv.

2)Ist g: D - Nmit > a-g(a) =m, dann gibt es eine Zerlegung Z des Betrages m mit gz = g.
acD
Also ist f(m) = |{glg : D — N mit E g(a)-a=m}|,

mit w(a) = a ist dann f(m ) |{g|g D — Nmit Y g(a)w(a) =m}|.

a€D

o0
Nach Satz 3 ist dann f = > f(m)z™ = [[ ww(a H .
m=0 eD

a

11 ﬁ 188t sich rekursiv berechnen, man erhélt f(100) = 4562.
acD

3.4 Zykelindex einer Permutation

Sei D eine Menge mit |D| = n und es gelte fiir ® C P(D):
1. A#0fir alle Ae®
2. ANB=0fir A#B, AL BED
3.UDcCD.

D heifit Partition von D, wenn J® = D.

Gesucht ist fo(m) = [{U L€ CD, |UL|l =m}-
Beispiel: D = {1,2,3,4,5,6,7}, ® = {{1},{2,3},{4,5,7}, {6}}.

f2(0) = [{{0}} =1 fo(1) = [{{1},{6}} =2 f2(2) = {{2,3},{1,6}}| =2
f9(3):|{{17273}7{21376}7{47577}}|:3 f©(4)=3 f9(5)=2
fo(6) =2 fa(7)=1 fo(n) =0 firn > 8

N —+ N

Wir ordnen der Partition ® die Funktion go : zZU.

i = [{AeD[|Al =1}
Im Beispiel: go(0) =0, go(1) =2, 9o(2) =1, 92(3) =1, go(n) =0 fir n > 4.

Lemma 1 Z fo(m)z m:‘Dll—f" (1+mi)gg(i)_
i=1

Beweis: (Induktlon iiber |DJ)
Ist © =0, dann ist go (i) =0 fiir alle 4. [] (1+ xi)gi’(i) =1= 3 fo(m)z™

=1 m=0
D] > 0. Sei A €D und k = |A| und sei D' =D\ {A}.
W [ go()—1 firi=k
ggl(l)—{ go(i) sonst
fo(m)=HUELIL CD und ULl =m}| = {L S D[ |UE[=m]}
={ecPDAeLund |ULl=m}+{LCDIAZLund |JEL]=m}
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+ for(m—k) firk<m

={ecDIULl=m}+{LeCD|ULl=m—k} = {f@(m) for(m) fir k>m

00 k-1 00 k-1 00
Alsoist 30 fo(m)a™ = ¥ fo(m)z™ + Z::k fo(m)a™ = ¥ for(m)a™ + Z:Dk (for(m) + for(m —k)) 2™

m=0

= 3 for(ma™ +a* 3 for(ma™ = (1+c*) 5 for(m)a™ ¥ (14a) [T (14277
m=0 m=0 m=0 i=1
ﬁ (1 +xi)9®(i). D

i=1

Dies kann man sich wie folgt merken:
n .
Man nennt I = [[ ¥ € Z[z1,... , 2] den Index von D.
i=1
. n . .
Das Ersetzen von (1+z) fiir ; in I nennt man die Polyasche Einsetzung. Man erhélt fo = [ (1+ m’)gg(z).
i=1
Unser Beispiel:
go(1) =2, go(2) =1, go(3) =1, go(i) =0 fir ¢ > 3.
Der Index von @ ist also ;> -a:21 - x5l

Polyasche Einsetzung liefert: Z fo(m)z™ = 1+2)°(1+23)(1+2%) = 1 +2c+ 22>+ 32>+ 32* +22° + 225+ 27,
Also ist fo(0) = fo(7) =1, f@( ) =fo(2) = f2(5) = fo(6) =2, fo(3) = fo(4) = 3.
Sei nun 7 € Sp eine Permutation von D. Wir setzen: f,(m) = |{A|7[A] = A und |A| = m}|

Lemma 2 Zu jeder Permutation 7 € Sp gibt es eine Partition ©, von D mit:
1. 7[A] = A fiir jedes A € D..
2.A€®D,;, BCA, 71[B]=B = B=0o0der B=A.
Beweis: Sei < 7 >= {r"|n € N}. Dann gilt:
a) < 7 > ist eine Untergruppe von Sp.
Da Sp endlich ist, gibt es m,k mit m < k und 7™ =7* = 7¥"™ =idp.
Wir setzen a ~ b <= Jo €< 7 > mit o(a) =b.
b) ~ ist eine Aquivalenzrelation.
Sei @ = {bla ~ b}, D, = {ala € D}.
zu 1) Sei ¢ € 7(a). Dann gibt eseinb € @ mit c=7(b) = a~bundb~c = a~c = c€a.
zu2) ACa, A# 0@ und 7[A] = A. Z.z.: A=a.
SeleA Dannistb~a = b=a, z.z.: A=b.
Ist A # b, so ist z.z.: T[A] # A.
Sei Na = {b|7(b) ¢ A}. Dann ist Na # 0, da A # b.
Sei n das kleinste Element von Na: ¢ =7""(b) € A und 7(c) = 7"(b) € A, also 7[A] # A. O

.. (1 2 3 4 5 6 7\_
Belsplelr-(1 3 9 5 7 6 4)-(1)(2.‘3)(457)(6).

D, = {{1}7 {27 3}7 {4’ 5, 7}’ {6}}
Folgerung 3 f.(m) = fo.(m) = |{U €€ C D, mit | €| = m}|.

Beweis: Es geniigt z.z.: Es sind dquivalent:
1. 7[A]=A
2.Esgibt £LCD, mit JL=A4
1=>2: £={B€D.|BNA#0} = UJL2 A
Sei B € £, dann ist 7[B] = B, also 7T[ANB] = AN B.
Da,AﬂB;é@ so ist nach Lemma2 ANB=B — BCA = |JLCA.
2=>1:7[Al=7ULl= U 7[B]= U B=UL=A O
Beg Bes
Man kann also f, wie folgt berechnen:
1. Man berechnet ©-.

n
2. Man setzt den Index von ©, In, H gQT(t) =: I, und nennt I, den Zykelindex von 7.
7/
n . .
3. Die Polyasche Einsetzung von (1 + z*) fiir z; liefert E frm)z™ = 1] (1 + m')gz”(i).
m=0 i=1

. (1 2 3 4 5 6 7)\_
Belsp1e17'—(1 3 9 5 7 6 4)—(1)(23)(457)(6).

1.9 = {{1},{2,3},{4,5,7}, {6}}-

2. I, =Ip, = H z; 99 () _ =2z?. 29 23.
i=1

(=)
3. Die Polyasche Einsetzung liefert > f,(m)z™ = (1+2)*(14+2?)(1+2%) = 1422 +227 4323+ 324 +22° + 225 +-27.
n=0
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Alsoist f-(0)=1 0 f~(1)=2 {1},{6}
fT(2) =2 {273}7{176} f‘r(3) :3 {47577}7{17273}:{27376}
.fT (4) = 3 {174’ 57 7}7 {47 57 6’ 7}’ {]'7 27 3’ 6} fT(5) = 2 {27 37 47 5’ 7}7 {1747 57 6’ 7}

3.5 Polyasches Aufzihlungstheorem

Sei D eine Menge mit |D| = n.

Wir hatten Py, (D) = {A C D| |A| = m} gesetzt und gezeigt: |Ppm (D)| = ().

Wir werden Aquivalenzrelationen ~ auf Py, (D) definieren und nach |{A|A € P,,(D) und |A| = m}| fragen.
Sei T eine Untergruppe von Sp. Wir setzen A ~p B :<=> Es gibt 7 € T mit 7[A] =

Lemma 1 ~r ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis: 1. A ~7 A, da idp[A] = A
2. Sei A ~7 B. Damit 7 € T auch 7' € T ist, ist B ~r A.
3.A~7 B, B~7C.Damit y/oc € Tauchto0€eT — A~rC.

Sei fiir A € P (D) AT = {B|B € Pm(D) und A ~r B}. Man nennt A7 auch die Bahn von A (Orbit).
Gesucht ist die Anzahl der Bahnen br(m) = [{AT|A € P (D)}
Zwei Spezialfille:
]..T:{idp} :}ANTB:AZB.
Also ist br(m) = [{AT|A € Pr(D)} = {{AHA € Pm(D)}| = [P (D).
2. T =8p.
Dann gibt es zu allen A, B € P (D) ein 7 € T' mit 7[A] = B.
Also ist br(m) = [{AT|A € Pp(D)} = |[{Pn(D)}| = 1.

Satz 2 (Burnside) br(m) = [{A”]A € Prm(D)}] = & 5 A € Pu(D)Irl4] = 4}
f,-(m)

Beweis: Sei A € Py, (D), dann sei Ta = {7|7[A] = A,7 € T}
Behauptung 1: T4 ist eine Untergruppe von Sp (der Stabilisator von A)
Beweis:
1. Seien 7,0 € T4, dann ist 7[A] = A,0[A] = A und somit 7 o g[A] = A, also ist To o € T'4.
2.7€Ts = 7[A]=A = 17 Al=1" 74l =4 = 17 '€Ta.
Behauptung 2: |AT| |Ta| = [T
Beweis: Fiir B € AT sei Rg = {r € T|7[A] = B}.
Dann ist
1.URs =T
Q.RBﬂRczwfﬁI‘B#C. _
Es geniigt zu zeigen: |Rg| = |Ta| fiir jedes B € AT.
Beweis: 7 € Rp. Wir setzen ¢, : Ta — T
o +— ToO
Dann gilt:
a) @, ist injektiv.
Seien a,p € T4 mit ¢, (o) = - (p)
— TOO=TOop — TfloroazrfloTOp - o =p.
b) ¢- : Ta — RB
Sei o € Ta. pr(0) =T00 = Too[A] =71[0][A]] = T[A] =B
c) Sei p € Rp. Dann gibt es ein o € T4 mit ¢, (o) = p.
Sei 0 := 77 0 p. Dann ist o[A] = 77 p[A]] = 77 [B] =
Also ist ¢ € Ta und ¢, (0) =700 =707 'op=p.
Behauptung 3: Ist A ~r B, dann ist |T4| = |Ts|.
Beweis: A ~p B => AT = B” und nach Behauptung 2 ist |AT| - |Ta| = |B7| - |Ts| = |Ta| = |Ts|.

Wir setzen P = {AT|A € P, (D)}. Dann gilt:

;T [{A € Pm(D)|7[A] = A} = |{(7, A)|7 € T, A € Pn(D) und 7[A4] = A}| = . E(D) |{r € T|7[A4] =
= > X HreT|r[B]=B}|= ~E Y |Tsl= ¥ |AT|-|Tal= ¥ |T|=P|-|T].
AT ecP BeAT - ~A BeAT ATcp ATcP
Also gilt: br(m) = [{AT|A € Pm(D)} = |P| = §T|{A € P (D)|7[A] = A}

Wir hatten fr(m) = |{A € P (D)|r[A] = A}| wie folgt berechnet:
1. Sei I, = ﬁ ;cz-gg’(i) der Zykelindex von 7.
i=1

2. Die Polyasche Einsetzung lieferte >, f.(m)z™ = H (1+2%) 92, ()
m=0

=1

A}
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Es liegt also nahe, den Zykelindex von T wie folgt zu definieren:
It = ;TIT = P(z1,... ,Zn).

Dann liefert die Polyasche Einsetzung von (1 4 z*) fiir z;

> br(m)e™ = P(1+z,14+2%,... ,14+z").
m=0

Beispiel: D = {1,2,3,4}. Sy besitzt folgende Permutationen:

o I, o I, 4 I,
1. (1)(2)3)4) =z (13)(24) =z5° (234)(1) =z1zs
2. (12)(3)(4) 2,220 (14)(23) z,° (243)(1)  z1z3
(13)(2)(4) zlrs | 4. (123)(4) zizs | 5. (1234) T4
(14)(2)(3) z,°To (132)(4) zizs (1423) T4
(1)(23)(4) z,2zo (124)(3) z1z3 (1324) T4
(1)(24)(3) z s (142)(3) z1z3 (1243) T4
(1)(2)(34) z,°zo (134)(2) =z1z3 (1432) T4
3. (12)(34) zo° (143)(2) ziz3 (1342) T4
Is, = & (2" + 62’22 + 322 + 8z123 + 624)
Sei D = {1,2,3,4}. Die Elemente von D konnen wir als Punkte in einer Ebene zeichnen. 1|:|2
Um die Ecken zu kennzeichnen, die zu A C D gehoren, kreuzen wir sie an. 4 3

Poo) [
roy L1 L) O T

Man wihle eine Untergruppe T von Sys. Zwei Mu-
P2(D) @ |ji ﬁ j:l ﬁ E ster sind &quivalent (gleich), wenn es eine Per-

mutation ¢ € T gibt, die die Muster ineinander

Pu(D) @ @ ﬁ j:L iiberfiihrt.
P4(D) Ij

1. Ty = {idp}.
Dann ist A ~7, B gdw. A=B
Also ist bry (m) = [{A™|A € P (D)} = {{A}A € P (D)}| = |Pm(D)|
~ b1 (0) = b1y (4) =1, bry (1) = b1y (3) = 4, b1, (2) = 6.
idp = (1)(2)(3)(4). I, = z;* = I, = 1z (Ty = {idp}).

(o]
Die Polyasche Einsetzung liefert > br (m)z™ = (1 + 2)* = 1 + 4z + 622 + 423 + z*,

also ist bz, (0) = b7, (4) =1, b7, (1) = b1, (3) =4, b, (2) = 6.
2. 1=(12)(34), Ta =<t >={r, 7%}, da 7> = (1)(2)(3)(4).
Wir konnen dies geometrisch wie folgt interpretieren:

T ist eine Spiegelung an der Achse a.
A ~1, B bedeutet, dafl B aus A hervorgeht durch Spiegelung an der Achse a. Die Muster sind dann:

[]
>D >D Also ist b7, (0) = by, (4) = 1, b1, (1) = b1, (3) = 2, b7, (2) = 4.

2 4 4 2
IT=$2 , I-r2 =T, — ITZ 2%(.721 + x4 )

ﬁ j:l D( Q Die Polyasche Einsetzung liefert:

S bry(m)a” =} [(1+2) + (1+27)’]

Jj mi =2 ((1 +4z + 62® + 42° +zf)+ (14222 + 1:4)) =142z +422 4+ 223 4 z*
AlSO ist sz (0) = sz (4) = ]., sz(]') = bT2 (3) = 2, sz (2) = 4.
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3. Sei 0 = (1234) und T3 =< o >.
o? = (13)(24), o° = (1432), o* = (1)(2)(3)(4). Also ist T3 = {o,02,0°%,0}.
Wir konne Ty wie folgt geometrisch interpretieren:
2 1

4 3 3 2 1 4 4 3
[]—==[]—==[]—==[]—==[]
1 2 4 1 2 3 1 2
Die Muster sind dann:
Also ist bT3 (0) = st(l) = bT3 (3) = bT3 (4) =1, bT3 (2) = 2.

0' = (1234) I, = x4
>D U = (13)(24) L2 = @5’
= (1432) I3 =14

cr
@ ﬁ ot =(1)2)B)4) L =g
= Ip, = 4(:v1 + 2,2 + 224)
Die Polya.sche Einsetzung liefert

E bry(m)z™ = 3 [(1+2)* + (1 +2°)? + 2(1 + z*)]

ﬁ [(1+4x+6z +42° +2f) + (1420 + 2*) + 2+ 22%)] = 1 + & + 202 + 2° + 2*.
Also ist by (0) = b1y (1) = b1y (3) = b (4) =1, bry (2) = 2.
4. Sei Ty = S4. Die Muster sind dann:

Also ist b1, (0) = b1, (1) = b1, (2) = b1, (3) = b1, (4) =1
Der Zykelindex von Ty ist
I, = i [:c14 + 6z.2z2 + 3x.2 + 8z1ws + 63;4]

iD Die Polyasche Einsetzung liefert
> obn(m)z™ = 4 [(1+2)* +6(1+2)*(1+2%) +3(1+2%)* +8(1 + z)(1 + 2°) + 6(1 + z*)]
m=0

= Z[(1 + 4z + 62% + 42® + 2*) + (6 + 12z + 122° + 122° + 62*)
+(3 + 62% + 3z*) + (8 + 8z + 82> + 8z*) + (6 + 62*))

jj =1+z+2z+2°+2*

3.6 Anzahl der Graphen

Sei P = {i|1 <1i < n}. Sei K C P2(P) =: D. Dann hatten wir (P, K) einen Graphen genannt.
Sei ap(m) = [{(P, K)|K € Pu(D)}| = [Pu(D)|. s

D =7Py(P) = |D|=(3) =252 = ap(m) = (PY=("2).
Ist n = 4, so ist P = {1,2,3,4}. Dann ist ID|=%2=6 = apr(m)=(2).

m

Also ist ap(0) = ap(6) =1, ap(l) = ap(5) =6, ar(2) = ap(4) =15, apr(3) = 20.

Zwei Graphen (P, K) und (P, L) heifilen isomorph, wenn es ein o € Sp gibt mit: {p,q} € K <= {o(p),o(¢)} € L.
Beispiel: Sei cr = (12)(3)( )- Dann ist o ein Isomorphismus.

Z:I

Sei K = {L|(P,K) =~ (P,L)}. Gesucht ist bp(m) = [{K|K € P (D)}
Die Muster sind dann:

m =0 ap(m) =1, bp(m) = 1
ap(m) =6, bp(m) =1
| | ap(m) = 15, bp(m) = 2
N L ap(m) = 20, bp(m) = 3
[] ap(m) = 15, bp(m) = 2

ap(m) =16, bp(m) =1
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m = 6: K ap(m) =1, bp(m) =1

Um bp(m) mit Hilfe der Polyatheorie zu lésen, formulieren wir die Frage um:
D — D

{p,a} — {oa(p),o(9)}

Sei o eine Permutation der Eckenmenge (o € Sp). Dann sei 75 : {

Lemma 1 1., € Sp.
2. Toop = Ts O Tp.

33

Beweis: zu 1. Sei {p,¢} € D = {07 (p),0 ' (9)} € D = 7({c7'(p),0 7' (9)}) = {0007 (p),0007 (9)} = {p,q}-

Also ist 7, surjektiv. Da D endlich ist, ist 7, bijektiv.

zu 2. Toop({p, q}) = {0 0 p(p),0 0 p(9)} = 7= ({p(P), P(0)}) = To (1o ({P, q})) = 7o 0 T ({P, ¢})-

Sp — Sp . .
ein Homomorphismus.
g — To

Man sagt auch, dafl Sp vermége ¢ in Sp wirkt.

Also ist ¢ : {

Da ¢ ein Homomorphismus ist, ist T = {7-|oc € Sp} eine Untergruppe von Sp.
Wir definieren: Seien K, L € Pp,(D), dann ist K ~7 L, wenn es ein 7 € T gibt mit 7[K] = L.

Lemma 2 ~ = ~7
Beweis: K ~ L <= 3¢ € Sp mit L = {{o(p),0(¢)}{p,q} € K} < F o€ Sp mit 7,[K]=L
< I7€Tmit 7[K]=L <= K ~7 L.

Also ist bp(m) = [{K|K € Pm(D)} = {KT|K € Pm(D)}| = br(m).
Wir haben also den Zykelindex I7(z1,... ,Zn) = ﬁ > I.(z1,... ,2s) zu bestimmen.
T€T

Die Polyasche Einsetzung liefert Y bp(m)z™ = Ir(1 +z,1+2%,... ,1+4 z"), wobei n = |D| = |Pa(P)|.
m=0

Beispiel: P = {1,2,3,4}.
Sp — Sp
o= T,
2. Seien 0,p € Sp mit I, =1, = I, = I,,.
a) o =(1)(2)(3)(4) I, =z
= ({1,2)({1,31)({1,41)({2,3)({2,4H({3,4}) = I, =2
b) Es gibt 6 Permutationen o € Sp mit I, = z2z»
Sei o = (12)(3)(4)
To = ({112})({3’4})({173}7{273})({174}7{274}) = I, = -'11'1233'22
c) Es gibt 3 Permutationen aus Sp = Sq mit I, = z,’
Sei o = (12)(34)
To = ({172})({374})({173}7{274})({174}7{273}) = I"’a 3312'7722
d) Es gibt 8 Permutationen mit Zykelindex I, = z1z3
Sei o = (123)(4)
To = ({172}7{273}7{371})({174}7{274}7{374}) = I, = -'L'Sz
e) Es gibt 6 Permutationen mit I, = x4
Sei o = (1234)
7 = ({1,2},{2,3},{3,4},{4,1}) ({1, 3}, {2,4}) = I, = 2224
Damit ist der Zykelindex von T gleich It = ﬁ(zlﬁ +9z,°2,° + 8z5° + 6z214).
Die Polyasche Einsetzung liefert

i bp(m)z™ = o5 [(1+2)° + 91 +2)*(1 +2°)> + 8(1 + 2°)* + 6(1 + 2*)(1 + z*)]

=...=1+z+22% +32° + 22* + 2° + 25.
Alsi ost bp(0) = bp(1) =bp(5) =bp(6) =1, br(2) =br(4) =2, bp(3) =3.

Beispiel: P = {1,2,3,4,5}
Dann ist |D| = |P2(P)| = 10, also ist ap(m) = (1).
m [0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ap(m) | 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Is, = 25 + 102,322 + 1521252 + 202,223 + 202223 + 302124 + 2475.

Man zeigt: 1. ¢ : ist injektiv.

Sei T = {7,|oc € S5}, dann ist It = z,'° + 10z, x,> + 15z 25" + 202125° 4 20212326 + 3022247 + 24257,

Die Polyasche Einsetzung liefert > bp(m)z™ = Y br(m)z™ = Ir(1+=,...,1+z°)
m=0 m=0
=14z + 22% + 42° + 6z* + 62° + 62° + 427 + 22 + 2° + 2*°.
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Die (paarweise) nicht-isomorphen Muster sind:

m=2: o \_
NN

ARV
s 7 e LT

e VT S w7

komplementar zu m = 4
komplementir zu m = 3
komplementdr zu m = 2
komplementar zu m =1
0: komplementédr zu m =0

33333
HQO&\]@

3.7 Geometrische Anwendungen

Gegeben sei ein Wiirfel. 4 3
Man kann wie folgt Muster erzeugen: 1=
1. Man kreuzt Ecken an. o | ,
2. Man kreuzt Kanten an.
3. Man kreuzt Flichen an. 5 6

Man sagt, zwei Muster sind &quivalent, wenn sie durch Drehungen des Wiirfels ineinander {ibergehen.

Welche Drehungen gibt es? (Klar: Jede Drehung erzeugt eine Permutation der Ecken.)

1. Drehachse durch den Mittelpunkt zweier gegeniiberliegender Fléchen.
1.1.  Flichen {1,2,3,4} und {5,6,7,8}.

1.1.1. 90° o = (1234)(5678) I, =z’

1.1.2. 180° o = (13)(24)(57)(68) I, =z,

1.1.3. 270° o = (1432)(5876) I, = z4

1.2.  Flichen {1,5,8,4} und {2,6,7,3}. 4 3

1.2.1. 90° I, =z ve,

1.2.2. 180° I, =z, Y

1.2.3. 270° I, =z’ Bri-d--

1.3.  Flachen {1,2,6,5} und {4,3,7,8}. sk A

1.3.1. 90° I, =z, o

1.3.2. 180° I, =z, L-5 %

1.3.3. 270° I, = a4

2. Drehung um die Achsen durch die Mitte zweier gegeniiberliegender Kanten um 180°. 4 3

2.1.  Kanten {5,6}, {4,3} ”
= o = (56)(34)(17)(28) I, =z 1 7

2.2.  Kanten {1,2}, {8,7} I, =, “

2.3.  Kanten {1,4}, {6,7} I, =zt 5 6

2.4. Kanten {1,5}, {3,7} I, = 5t ) 180°

2.5. Kanten {2,6}, {4,8} I, = z,* l

2.6. Kanten {2,3}, {5,8} I, = x5t

3. Drehung um die Raumdiagonalen (durch zwei gegeniiberliegende Ecken, um 120°.)
3.1.  Ecken {4}, {6}
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3.1.1.
3.1.2.

3.2.

3.2.1.
3.2.2.

3.3.

3.3.1.
3.3.2.

3.4.

3.4.1.
3.4.2.

4.

120° o = (4)(6)(275)(138) 1,

240° o = (4)(6)(257)(183) I,
Ecken {2}, {8}

120° I,

240° I,
Ecken {1}, {7}

120° I,

240° I,
Ecken {5}, {3}

120° I,

240° I,
Drehung um 360° oder 0° I,

2,2
=1 T3

2,2
=1 T3

= l‘12.’L'32
= $12$32

= 2,225
= 2,225

=1 T3

2

= $12$32

4

-

2

6
, 1207}
|

Sei T' die Untergruppe der Permutationsgruppe Ss, die durch die Drehungen der Eckenmenge erzeugt wird.
It = & (2 + 925" + 8z.°xs” + 62.°).
Die Polyasche Einsetzung liefert

i:ob:r(m)mm = L [(1+2)% +9(1+22)* +8(1+2)2(1 +2°)? +6(1 + z4)?]

br(0) =1
br(1) =1
br(2) =3
br(3) =3
br(4) =7

=1+4+2+322+32%+ 7z* + 32° + 52° + =" + &,

AW R
1

RS R
RS R
AW R
I

RS R
AW R
1

A
A
A
A
N

NP R

AW R
1

Die Menge der Flachen des Wiirfels ist

F= {{17 27 37 4}7 {57 67 77 8}7 {17 57 67 2}7 {17 47 87 5}7 {37 47 87 7}7 {27 67 77 3}}
Wir markieren Flichen und fragen nach der Anzahl der Muster. Dabei sind zwei Muster
dquivalent, wenn sie durch Drehung ineinander iiberfithrt werden kénnen.

Jede Permutation der Ecken bewirkt eine Permutation der Flachen.

1.
1.1.

1.1.1.

1.1.2.

1.1.3.

1.2

1.2.3.
1.2.3.
1.2.3.

1.3.

1.3.3.
1.3.3.
1.3.3.

Drehachse durch die Mitte zweier gegeniiberliegender Flidchen
Flichen {1, 2,3,4},{5,6,7,8}
90° o = (1234)(5678)
7. = ({1,2,3,4})({5,6,7,8})({1,2,5,6} {2,3,6,7} {3,4,7,8} {4,1,8,5})
180° o = (13)(24)(57)(68)
7. = ({1,2,3,4})({5,6,7,8})({1,5,2,6} {3,7,4,8})({2,6,3,7} {4,8,1,5})
270°
Flichen {1,4,5,8},{2,6,7,3}
90°
180°
270°
Flachen {1,5,2,6},{4,3,8,7}
90°
180°
270°

I,

o

~

- J7

1'12334

2.2
Ty T2
2
L1 T4

2
Ty T4
2.2
Ty T
2
T1 T4
2
T T4

2.2
Ty T2
2
Ty T4
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2.

2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6

3.
3.1.
3.1.1.
3.1.2.
3.2.
3.2.1.
3.2.2.
3.3.
3.3.1.
3.3.2.
3.4.
3.4.1.
3.4.2.
4.

KAPITEL 3. POLYA-THEORIE

Drehung um die Achse durch die Mitte zweier gegeniiberliegender Kanten (180°)

Kante {5,6}, {4, 3} I, =z5°
Kante {1,2},{8,7} L, =z
Kante {1,4}, {6, 7} L, =z
Kante {1,5},{3,7} I, = a5’
Kante {2,6}, {4,8} L, =g
Kante {2, 3}, {5, 8} I, = z,°
Drehung um die Raumdiagonalen
Ecken {4}, {6}

120° I, =3

240° I, =3
Ecken {2}, {8}

120° I, =z3°

240° I, = s
Ecken {1}, {7}

120° I, =z3’

240° I, =3’
Ecken {5}, {3}

120° I, =3

240° I, =3’
Drehung um 0° I, =z°

Sei T' die Untergruppe von Sr, die durch die Drehungen hervorgeht.
Ir = % (1316 + 6114'12334 + 31312$22 + 63323 + 8{[}32)
Die Polyasche Einsetzung liefert

3 br(m)e™ =1+ z + 2% + 22° + 22* + 2° + 2°
m=0

br(0) =1

bT(Q) =2

5 =1
br(3) =2




Kapitel 4

“Nimm”-Spiele

4.1 “Nimm”-Spiele
Das Marienbad-Spiel

Gegeben seien 4 Haufen von Streichhdlzern a1,as2,as, a4, mit |a1| = 1,]az2| = 3,|as| = 5, |as| = 7. Eine Partie zweier
Spieler besteht darin, daf8 sie abwechselnd Streichhdlzer von den Haufen nehmen. Dabei sind folgende Spielregeln zu
beachten:

1. Sie miissen mindestens ein Streichholz nehmen.

2. Sie diirfen mehr Streichholzer nehmen, aber nur von einem Haufen.
Wer die Regeln nicht mehr erfiillen kann, hat verloren.

Wir nennen (P, <, Q) ein “Nimm”-Spiel, wenn
1. < ist eine partielle, fundierte Ordnung.
2. Q: P — P(P) mit Q(a) C {b|b < a}.

Dabei heifit < partielle Ordnung, wenn fiir alle a,b,c € P gilt:
l.a<bunddb<c¢c = a<ec
2.a<bundb<a = a=b.

< heiflt fundiert, wenn fiir jede Teilmenge A C P mit A # ( gilt:
Es gibt ein a € A mit {b|b < a} N A = 0. Man nennt a kleinstes Element von A.

Sei (P, <,Q) ein “Nimm?”-Spiel und sei ap € P. Eine Partie ist eine Folge (a;)ien mit:
1. ait1 € Q(a;) falls Q(ai) # 0.
2. ai+1 = a; sonst.

Eine Partie endet, wenn es ein ¢ gibt mit a;4+1 = a;.

Lemma 1 Ist (P, <, Q) ein Spiel, dann endet jede Partie.
Beweis: Sei (a;);cy eine Partie. Dann sei A = {a;|i € N}.
Da < fundiert ist, besitzt A ein kleinstes Element a;, d.h. {b|b < a;} N A =0.
Da ai+1 < ai = ait+1 = a;. Das kleinste ¢ mit a;+1 = a; nenne man auch die Linge der Partie. O

Beispiel 1: Sei Q (1) = {i|t < n}. Dann ist (N, <,Qo) ein “Nimm”-Spiel:
Gegeben sei ein Haufen von Streichhdlzern, von dem jeder Spieler ein Streichholz nehmen
mufl, aber beliebig viele nehmen kann.

Beispiel 2: Sei Qs(n) = {i < n|i + 3 > n}. Dann ist (N, <,Qs) ein Spiel:

Gegeben sei ein Haufen von Streichhdélzern, von denen jeder Spieler mindestens eins nehmen
mufl, aber hochstens 3 Streichhélzer nehmen darf.

Seien (P1,< Q1) und (P2, <,Q2) Spiele. Wir definieren das Produkt (P, <,Q) = (P1,<,Q1) X (P2, <,Q2) wie folgt:
1. P = P1 X Pz.
2. (¢,d) < (a,b) wenn ¢ < aund d <b.
3. Q((a,0)) = {a} x Q2(b) UQ1(a) x {b}.

Lemma 2 (P, <,Q1) x (P2, <,Q2) ist ein Spiel.
Beweis: Behauptung: < ist fundiert.
Beweis: Sei A C Py X P, mit A # 0.
Sei A1 ={c|(¢,d) € A}. Da (P1, <) fundiert ist, besitzt A; ein kleinstes Element a.
Sei A2 = {d|(a,d) € A}. Dann besitzt As ein kleinstes Element b.
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Wir zeigen: (a,b) ist kleinstes Element von A.
Sei (¢,d) < (a,b).
1. Fall: c<a = (¢, d) € A, dac ¢ A;.
2. Fal c=a = d<b = d¢ A = (c,d)¢ A O

Beispiel 3: Sei Qo (n) = {i|t < n}.
Gegeben seien 2 Haufen von Streichholzern. Jeder Spieler muff mindestens 1 Streichholz
nehmen, kann aber von einem Haufen beliebig viele nehmen.

Q((n,m)) = {(n,9)|i <m}U{(4,m)lj <n}.

Sei (P, <, Q) ein Spiel und D eine endliche Menge. Wir definieren (P, <, Q) =: (PP, <,Qp) wie folgt:
1. PP = {g4lg: D — P}.
2. g < f falls g(d) < f(d) Vd € D.
3.Qp(g9)={f€PP|3deD: f(d) < g(d) N (Ye#d: f(c) =g(c)}.

Satz 3 Ist (P,<,Q) ein Spiel und D endlich, dann ist (P, <, Q) ein Spiel.
Beweis: (Induktion iiber |D|)
Ist D=0 = P=0.
Sei |D| > 0. Dann sei d € D und E = D\ {d}.
Dann ist nach IV (P, < Q)F ein Spiel.
Sei(p'{ PP PExp
' g = (91Eg(d)
Dann ist ¢ ein Isomorphismus zwischen (P, < Q) und (P, <,Q)% x (P, <, Q).
Also ist (P, <,Q)” ein Spiel. O

Beispiel 4: Sei Qo = {i[i < n} und sei D eine endliche Menge. Dann ist (N, <, Q)" das Spiel:
Gegeben sei eine Menge D von Haufen von Streichhélzern, von denen jeder Spieler min-
destens ein Streichholz wegnehmen mufl, aber von einem Haufen auch mehr Streichholzer
wegnehmen darf.

4.2 Kerne von “Nimm”-Spielen

Fundierte partielle Ordnungen haben viele “schéne” Eigenschaften der natiirlichen Zahlen.

Lemma 1 Sei (P, <) eine fundierte partielle Ordnung und E(v,) eine Eigenschaft.
1. Man setzt voraus, dal E(b) fiir alle b < a gilt.
Dann zeigt man, dafl dann auch
2. E(a) gilt.
Dann gilt E(a) fiir alle a € P.
Beweis: Angenommen P \ {c|E(c)} # 0.
Dann besitzt P \ {c|E(c)} ein kleinstes Element a. Dann gilt E(b) fiir alle b < a.
Damit ist 1. erfiillt, also gilt F(a) nach 2. # O

Man kann ebenso auf P wie auf N Funktionen durch Rekursion definieren.
Beispiel: Sei (P, <,Q) ein Spiel. Dann ist Q(a) C {b|b < a}.

Dann gibt es genau eine Funktion F' mit F(a) = { L 0€FR(a)] ={F()lb € Qa)}

0 sonst
0 fira =0
Wir hatten eine Funktion ' : N — N durch F'(a) = 1 fiir a =1 definiert.
F(a—2)+ F(a—1) fira>2

Sei P eine Menge und < eine fundierte partielle Ordnung und @ : P — P(P) mit Q(a) C {b|b < a}.

Satz 2 (Ein Spezialfall des Rekursionssatzes)
Sei (P, <, Q) ein Spiel, dann gibt es genau eine Funktion F' : P — {0,1} mit
_ { 1 falls 0 € F[Q(a)] = {F(b)|b € Q(a)}
F(a) =
0 sonst
Beweisskizze: (Existenz) Wir nennen A C P transitiv, wenn {b|b < a} C P fiir jedes a € A.
Dann gilt: 1. () ist transitiv, P ist transitiv
2. Ist A transitiv und a ein kleinstes Element aus P \ A, dann ist AU {a} transitiv.
3. Ist A eine Menge von transitiven Mengen, dann ist | J2 transitiv.

Sei § die Menge aller Funktionen f mit Vb f ist transitiv. Fiir alle a € Vb f gilt: f(a) = {
Dann gilt: 4. ) € 3.

1 falls 0 € f[Q(a)]
0 somst
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5. Sei a ein kleinstes Element aus P\ Vb f. Dann ist Q(a) C {b|b < a} C Vb f.

b Rl €SN pann ist U {(a,i)} € 5.
6. Seien f,g € F, dann ist f U g € § (Bew. indirekt mit 5., beachte Vb f AVb g)
Sei F' =3, dann ist auf Grund von 6. F' eine Funktion. Durch Induktion auf (P, <) zeigt man, daf
_ [ 1 falls 0€ F[Q(a)]
Fla) = 0 sonst
Also ist F' € §. Aufgrund von 5. ist Vb F = P.
1 falls 0 € G[Q(a)]

(Eindeutigkeit) Sei G : P — {0, 1} eine Funktion mit G(a) = { 0 sonst
= Ge€F =GCF,daVbG=VbF — G=F. O
Beispiel: G : N — Nmit G(0) =1, G(1) =1 und G(n) =G(n—1)+ G(n —2) fiir n > 2

‘Wir setzen ¢ =

Sei F: P — {0,1} mit F(a) = (1) :?)lrllssto € FlQ(a)] (wohldefiniert nach Satz 2)

Dann heifit Kern(P, <,Q) := {a|F(a) = 0} der Kern von (P, <,Q).

Folgerung 3 ist K = Kern(P, <,Q), dann gilt:
1. Q(a) =0, dann ist a € K.
2.Ist a € K, dann ist b ¢ K fiir alle b € Q(a).
3. Ist a ¢ K, dann gibt es ein b € Q(a) mit b € K.

Gegeben sei also ein Spiel (P, <,Q) und ag € P. Zwei Spieler kennen K = Kern(P,<,Q). Wie werden sie spielen?
A. ap € K. Also ist auf Grund von 2. a1 € K. Also kann der 2. Spieler auf Grund von 3. ein a2 € K wihlen.

Also kann der 2. Spieler dafiir sorgen, dafl a2; € K und damit asi+1 € K.
Die Partie endet mit einem a;, so da Q(a;) =0 =% a; € K.

Also ist j = 2i. Somit hat der 2. Spieler gewonnen.
B. aop Q K.
Dann wird der 1. Spieler ein a1 € K wihlen.

Er kann dafiir sorgen, dafl asx+1 € K.
Also folgt analog zu A, dafl der 1. Spieler gewinnt.

Beispiel 1: Sei Qo (b) = {i|i < n}.
Behauptung: Kern(N, <, Q) = {0}
Q(0) = 0. Also ist F(0) = 0. Ist n > 0, dann ist 0 € Qoo (n).
Da F(0) =0 ist, ist 0 € F[Qw(n)] = F(n)=1.

Beispiel 2: Sei Qs = {i < n|i +3 > n}.
Behauptung: Kern(N, <,Qs) = {4k|k € N}.
Beweis: (Induktion iiber n)
Q3(0) = 0, also ist F(0) = 0.
Qs3(1) = {0}, also ist 0 = F(0) € F[Qs3(1)] = F(1)=1
Q3(2) = {0,1}, also ist 0 = F(0) € F[Q3(2)] = F(2) =
Sei n > 2:
Qs(n) ={n—3,n—2,n—1}. Also ist F[@Qs(n)] = {F(n — 3), F(n—2),F(n—1)}.
Nach IV ist 0 € F[Qs3(n)] < n#4 k.

AlsoistF(n):{ 0 firn=4k

1.

1 sonst

4.3 Grundey-Funktionen

Sei (P, <,Q) ein “Nimm”-Spiel. Wir wollen nun voraussetzen, dafi Q(a) CC {b]b < a}.
. . _ [ 1 falls 0 € F[Q(a)]
Wir hatten F': P — {0,1}, F(a) = { 0 sonst
Sei G : P — N definiert durch G(a) := min(N \ G[@(a)]) (wohldefiniert nach allg. Rekursionssatz).
G heifit Grundey-Funktion von (P, <, Q).

Lemma 1 Ist G eine Grundey-Funktion von (P, <,Q), dann ist Kern(P, <,Q) = {a|G(a) = 0}.
Beweis: (Induktion iiber (P, <)).
Wir zeigen: G(a) =0 <= F(a)=0 (IA: a = 0 trivial).
Beweis: G(a) =0 < 0 ¢ G[Q(a)]
<= fiir alle b € Q(a) C {b|b < a} ist G(b) #0
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&L fiir alle b € Q(a) ist F(b) # 0.
= 0¢ F[Q(a)].
< F(a)=0 O
Beispiel 1: Sei Qoo (n) = {i|¢ < n}. Sei G die Grundey-Funktion von (N, <, Q)
Behauptung: G(n) = n.
Beweis: (Induktion iiber (N, <))
G(n) =min(N \ G[Q(n)]) = min(N \ G[{i|: < n}]) Y min(N\ {i]¢ < n}) =n.

Beispiel 2: Sei Q3(n) = {i < n|i + 3 > n}. Sei G die Grundey-Funktion von (N, <, @s).
0 firn=4k

1 firn=4k+1
2 firn=4k+2
3 firn=4k+3

Gegeben seien zwei Spiele (P, <, Q1) und (P2, <, @2) mit Grundey-Funktion G1 bzw. G2. Sei G die Grundey-Funktion
von (P17 S7Q1) X (P21 S7 Q2)
Frage: Kann man G aus G1 und G2 berechnen?
Antwort: Ja, aber etwas ungewohnlich:
Wir definieren dazu eine Verkniipfung A zwischen natiirlichen Zahlen: Sei n = 3 2° und sei m = 37 2¢,
€N ieM
dannseinam:= Y 2, NAM=(NUM)\(NNM)=(N\M)U(M\N).
iENAM

Behauptung: G(n) = =mn mod 4.

Lemma 2 Sei n,m,k € N, dann gilt:
l.nAm)Ak=nA(mAk)
.mAm=mAn
.mAm=0,0Am=m
.mAm=nAk = m=k
5. n<mAk = (nAm<kodernAk<m)
Beweis: Sein= Y 2/, m= 3 2! k= Y 2%
iEN i€eM i€K
NAM=(MUN)\(MNN)=(M\N)U(N\ M).
1. bis 4. sind klar.
zu 5.)

W N

Behauptung 1: A,B CC N mit AN B = und sei | = max(4 U B).
Istl € B, dann ist ), 2' < ) 2%
i€A i€EB ) ) )
AUBC{ili<i}.Dale B = AC{ili<l}also 32 < S 28 <2l < 3 20,
i€EA i<l i€EB
Behauptung 2: Sei C, D CC N, und sei | = max(C A D). Ist | € D, dann ist 3. 2¢ < 37 2%

. . ) icC i€eD
Yo=Y 24 2

ieC i€CnD i€C\D
S2t= 3 204 3 2k

i€D i€CnD ieD\C

DaleD = leD\C B 1 > 2°< Y 2° = Behauptung 2

4€C\D i€D\C
Sei A=M A K, | =max(A A N) =max(M A K A N).
Nach Voraussetzung ist 3 28 < 3 2= 3 2%,
iEN i€eMAK i€A
Also ist nach Behauptung 2! ¢ N und somit l€e A=M A K = le M\ Koderle K\ M.
Seio.BdA.leM.Sei B=NAK.Dannist BAM=NAKAM.
Also ist nach Behauptung 2 Y. 2'= Y. 2°< 3 2, alson Ak <m. O
i€ENAK i€B €M
Sei (P,< @) ein Spiel, dann ist G : P — N definiert durch G(a) = min(N\ G[Q(a)]). G heifit Grundey-Funktion.

Satz 3 Seien (P1,<,Q1) und (P2, <,Q2) Spiele min Grundey-Funktionen G; bzw. G,.
Dann gilt fiir die Grundey-Funktion G von (P; <,Q1) X (P2,<,Q2) : G((a,b)) = G1(a) A G2(b).
Beweis: (Induktion iiber (P1 x P, <))
(a,0) < (c,d) <= a<¢c, b<d.
G((a,b)) = min(N\ G[Q((a,0))]), GIQ((a,b))] ={G((c,d))|(c,d) € Q((a,b))}
P2 % {G((a,d))ld € Q2(5)} U{(G((,b))]e € Qu(a)}
T {G1(a) A Ga(d)|d € Q2(b)} U {G1(c) A G2(b)|c € Q1(a)}
Zu zeigen:
1) Gi(a) & G2(b) ¢ G[Q((a,b))]
2.) Ist n < G1(a) A G2(b), dann ist n € G[Q((a,b))]
zu 1.) Nach Definition von G1 und G2 gilt:
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a) G1(c) # G1(a) fiir c € Q1(a)
b) G2(d) # G2(b) fiir d € Q2(b)
Nach Lemma 2.4 ist dann
a) Gi(c) A G2(b) # G1(a) A G2(b) fiir ¢ € Q1(a)
b) Gi(a) A Ga(d) # G1(a) A G2(b) fiir d € Q2(b)
zu 2.) Da n < Gi(a) A Ga(b), ist nach Lemma 2.5 n A G1(a) < G2(b) oder n A G2(b) < Gi(a).
Sei 0.B.d.A. Gi(a) A n < Ga(b).
Nach Definition von G2 gibt es ein d € Q2(b) mit G2(d) = G1(a) A n
Also ist G1(a) A G2(d) = Gi(a) A Gi(a) An=0An=n. O

Beispiel 3: Sei Q(n) = {i|t < n}. Sei (P, <,Q) =N, <,Qx) x (N, <,Q).

Gegeben seien 2 Haufen von Streichholzern. Jeder Spieler muf8 mindestens ein Streichholz
nehmen, er darf nur von einem Haufen Streichhdlzer nehmen.

Die Grundey-Funktion G von (N, <, Qo) hat die Eigenschaft G (n) = n.

Es gilt dann fiir die Grundey-Funktion G von (P, <,Q):
G((n,m)) = Geo(n) A Go (M) =n A m.
Kern(P, <,Q) = {(n,m)|G(n,m) = 0} = {(n,n)|n € N}.

Die Gewinnstrategie lautet: Mache beide Haufen gleich grofs.

Sei (ni)i<k ein Folge natiirlicher Zahlen. Wir definieren '50 ni:=0, A :=(A n;)Ang.
k)

A
i<k+1 i<k
Satz 4 Sei (P, <, Q) ein Spiel mit Grundey-Funktion G. Sei Gp die Grundey-Funktion von (P, <, @)".
Dann gilt fir g € P”: Gp(g) =deAD G(g(a)).
Beweis: (Induktion iiber |D|)
Ist D = (), dann ist PP = () und somit Gp = 0. /
Ist |[D| > 0. Sei ¢ € D und sei E = D \ {c}.
Dann ist nach I.V. die Grundey-Funktion Gz von (P, <,Q)¥ Gz(9g) =déE G(g(d))

Sei .{PD - PEPxP
g = (g1Eg(c))

Dann ist ¢ ein Isomorphismus zwischen (PP, <, @p) und (P%,<,QEr) x (P,<,Q).
Also ist Gp(g) = Gr(g I E) & G(g(c)) = & Gl9(d)) 5 Gl9(0)) =, Glg(d)). o
Lemma 5 Sei (n1)i<k eine Folge natiirlicher Zahlen mit n; = 2¢ fiir I < k.
iEN;
Sei N := {i| |{l < k|¢ € N;}| ungerade}. Dann ist A m=3 2.
iEN
Beweis: (Induktion iiber k)
k=0
Sei n =l<£+1 ng = (1<Ak n) A ng.
Sei M = {i| |{! < k|¢ € Ni}| ist ungerade}. Dann ist nach LV.:
= 2 =
I<Ak nl zeEI\l
Somitist n=mang= 3 2.

i€ MAN,,
Alsogilt: t € M ANy, < i€ M\ N, oderi € N, \ M

<> (|{l < k|i € N;}| ist ungerade und ¢ € Ni oder i € N und |{l < k|i € N;}| ist gerade)

<> |{l{ < k|i € N;}| ist ungerade. O

Folgerung 6 Sei (P, <,Q) ein Spiel mit Grundey-Funktion G. Dann sind #quivalent:
1) g € Kern(P,<,Q)" )
2) Vi € Nist |{d € D|i € Ng}| gerade mit G(g(d)) = >, 2'
i€ENy
Beispiel 4: Sei D = {1,2,3,4}. Sei Qoo(n) = {iJi < n} und (P, <,Q) = (N, <,Qc0)”
Gegeben seien 4 Haufen. Jeder Spieler mufl mindestens ein Streichholz nehmen. Er darf
nur von einem Haufen Streichélzer nehmen.
Gp(9) = Goo(9(1)) A Go(9(2)) A Go(9(3)) & Go(9(4)) = g(1) 2 9(2) & 9(3) A g(4).
Also sind dquivalent:
1) g € Kern(P, <,Q)
2) Fiir alle ¢ € N ist |{d € D|i € Ng}| gerade

Marienbad-Spiel:

9(1) =1, g(2) =3, ¢(3) =5, g(4) =7
N; ={0}, N2 ={0,1}, N3 ={0,2}, N4 ={0,1,2} (Exponenten der Dualzahlentwicklung)
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{1,2,3,4} =0

Dann ist {d € D]t € N3} = %;’jﬁ zi L
0 i>2

Also ist g € Kern(N, <, Qo0)?.

4.4 Satz von Ramsey

Sei A eine Menge. Eine Funktion f: A — {0,1} heifit Partition von A in zwei Teile.

Schubfachprinzip: Ist A unendlich und f eine Partition von A in zwei Teile, dann gilt:
{a|f(a) = 0} ist unendlich oder {a|f(a) = 1} ist unendlich.

Sei A eine Menge und f eine Partition von P2(A) = {{a, b}|a,b € A und a # b}.
Wir werden zeigen: Ist A unendlich, dann gibt es ein unendliches X C A mit f | P2(X) ist konstant.

Anschaulich: Wir betrachten die Graphen (A,P2(A)). Wir firben die Kanten in zwei Farben. Dann gibt es einen
(vollstindigen) unendlichen Teilgraphen (X, P2(X)), so dafl alle Kanten gleich gefirbt sind.

Wir bendtigen den Begriff des Ultrafilters.
Sei D C P(A) = {B|B C A}. D heifit Filter, wenn
1. XNY € D fiir alle X, Y € D
22XCY, XeD = YeD
3.0¢D
D heifit Ultrafilter, wenn zusétzlich gilt:
4 Iss XCA = X e€Doder A\X €D
S heifit freier (Ultra-) Filter, wenn gilt:
5.Va € Aist {a} ¢ D

Beispiele:
a) Sei a € A. Dann ist {X|a € X} ein Ultrafilter.
b) Sei A unendlich. Dann ist § = {X|A \ X ist endlich} ein Filter. (Freche-Filter)

Satz 1 Ist E ein Filter auf A, dann gibt es einen Ultrafilter D D E auf A.
Beweisskizze:
Behauptung 1: Ist D ein Filter auf A und X C A, dann gibt es ein Filter £ D D mit:
X €Eoder A\X € E.
Behauptung 2: Ist f eine Kette von Filtern, dann ist |J £ ein Filter.
Nach dem Zornschen Lemma besitzt {D|D ist ein Filter auf A} ein maximales Element D.
Nach Behauptung 1 ist D dann ein Ultrafilter. O

Folgerung 2 1. Ist A unendlich, dann gibt es einen freien Ultrafilter auf A.
2. Ist D ein freier Ultrafilter auf A und X € D, dann ist | X| unendlich.
Beweis: zu 1.: Sei D D {X|A\ X ist endlich} ein Ultrafilter.
zu 2.: Angenommen, es gibt ein X € D mit |X| ist endlich.
Wiéhle X mit | X| minimal. Dann ist X #0,da 0 ¢ D.
Sei @ € X. Da D frei ist, ist {a} ¢ D.
Da D Ultrafilter ist, ist A\ {a} € D.
Da D Filter ist, ist dann X N A\ {a} = X \ {a} € D # zur Wahl von X. O

Satz 3 (Ramsey)
Sei A eine unendliche Menge und sei f eine Partition von Py (A) = {H|H CC A und |H| = n} in zwei Teile, dann gibt
es ein X C A, X unendlich und f [ P,(X) ist konstant.
Beweis: Zunichst setzen wir f : Pn(A) — {0,1} auf {H|H C A und |H| < n} fort.
Dazu wéhlen wir einen Ultrafilter D auf A. D sei frei.
Wir setzen g(H) = f(H) falls |H| = n.
Angenommen, fiir alle H € P;(A) mit ¢ < n sei g(H) bereits definiert.
Sei H € Pi—1(A),dann sei Hy = {r € A\ Hlg(HU{z}) =1}, Hy={z € A\ H|g(H U {z}) = 0}.
Dann ist H U H; U Hy = A. Da H endlich ist, ist H ¢ D —> H; UHpy € D.
Angenommen Hy ¢ D — A\H,: € D — (HiUHo)N(A\H,)=Ho€ D
Ebenso folgt: Ist Ho ¢ D —> H; € D.

Ferner ist H; N Ho = 0. Also gilt:

Behauptung 1: Es gibt ein ¢ € {0, 1} mit H; € D.
. _ [ 1 fallsHieD

Sei g(H) = { 0 falls Ho € D

Dann ist g: {H CC A| |H| < n} — {0,1}.
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Also ist g(@) definiert. Sei 0.B.d.A. g(@) = 0.
Wir werden zeigen:
Es gibt X C A unendlich, so daf8 g(H) =0 fiir alle H C X, |H| < n.
Dazu definieren wir eine Folge (X;);en von Teilmengen von A mit:
Fiir alle H CC X;, |H| <nist g(H)=0.
Sei Xo = 0
Angenommen, X ist bereits gewshlt. Dann gilt fiir jedes H C X; mit |[H| < n:
9g(H)=0,dh. Ho={z € A\ X|g(HU {z}) =0} € D.
Sei S =({Ho|H C X; und |H| <n} € D. Sei z € S und X;41 = X; U {z}.
Dann gilt fiir alle H C X;4; mit |[H| <n: g(H)=0.
Sei schliellich X = (J X;. Dann ist X unendlich und fiir alle H C X mit |[H| < n ist g(H) = 0.

IEN
Da g [ Pn(A) = f ist, ist f | Pn(A) konstant mit Wert 0. O

Folgerung 4 Sei f : Pn(A) = {0,1,... ,k — 1}. Dann gibt es ein unendliches X C A mit f | P,(X) ist konstant.
Beweis: (Induktion iiber k)
Pa(X) = {0,1)
Seig:{ H {0 falls f(H) <k—-1
1 falls f(H)=k-1
Dann gibt es ein unendliches Y C A mit g [ P,(Y) ist konstant.
1. Fall: g(H) =1 fiir H € Po(Y). Dann sei X =Y.
2. Fall: Sonst gibt es nach IV ein unendliches X CY mit f | P, (X) ist konstant. a



Index

Symbols

p-Funktion, 4

A

Auswahlfunktion
Hall-Bedingung, 7
injektiv, 7

B

Bahn, 30

E
Ebene
affin, 15
Gerade, 14
parallel, 14
projektiv, 15
Ordnung, 15
Punkt, 14
Einsetzung
polyasch, 29

F
Filter, 42
frei, 42
Ultra-, 42
Folge
kombinatorisch, 24
kominatorisch, 26
Funktion, 6
erzeugende, 24
injektiv, 6

G
Gerade, 14
parallel, 14
Graph, 10, 19, 32
bipartit, 10
Eckenmenge, 10
trennend, 10
Freundschafts-, 19
isomorph, 32
Kantenmenge, 10
disjunkt, 10
schleifenlos, 19
Stern-, 19
Weg, 21
eulerscher, 21
Rund-, 21
voll, 21
zusammenhé&ngend, 21

44

Hall
-Bedingung, 7
-familie, 8
Hochzeit, 7

I

Index, 29

K
kritisch, 9
maximal, 9

L

Lateinisches Quadrat
orthogonal, 13

O

Orbit, 30

Ordnung
fundiert, 37
partiell, 37

P

Partition, 28
in zwei Teile, 42

Permutation, 3
fixpunktfrei, 4
lateinisch, 8

R

Relation, 5
bijektiv, 6
Kette, b
Kreis, 6
Nachbereich, 5
Vorbereich, 5
Ring, 11
Einheit, 12
orthogonal, 12
Hauptideal-, 11
Ideal, 11
Potenzreihen-
formal, 23

S
Spiel
“Nimm”_7 37
Grundey-Funktion, 39
Kern, 39
Partie, 37
Lénge, 37
Stabilisator, 30
Substitution



INDEX

polyasch, 29

Z
Zahlen
Fibonacci, 26
katalanisch, 25
Zykelindex, 29

45



UNIVERSITAT HANNOVER 15.4.1997
INSTITUT FUR MATHEMATIK
Prof. Dr. Podewski, Dr. Wille

1. Hausiibung zur Kombinatorik
1. Beweisen Sie die folgenden Formeln fiir Binomialkoeffizienten:
%) - ()
k=0
(b) gk (Z) =n-2"1 firn>1

" (=1)k 1 1 1 1
=14+-4+-+...+4= firn>1
(c); k \k totg ety fwnz

2. In einer Schule werden 2n Ficher unterrichtet. Alle Schiiler(innen) sind hervorragend und
haben nur Noten aus {1,2}. Keine zwei Zeugnisse sind gleich und alle sind gleich gut.
Dann gilt fiir die Anzahl ¢, der Schiiler(innen): ¢, < (**).

3. Auf wieviele Arten kann man K
aus dem nebenstehenden Schema OO0
(von oben nach unten fortschrei- MMM
tend) das Wort Kombinatorik ab- BBBB
lesen? ITITITI
NNNNNN
AAAAAAA
TTTTTT
00000
RRRR
I 11
KK

4. Beim Zahlenlotto spielt jemand eine Systemwette, bei der fiir 6 < n < 49 der Zahlen
systematisch alle (Z) Tipreihen, welche je 6 der n Zahlen enthalten, gewettet werden.
Nachher erweisen sich £ < 6 der n Zahlen als richtig ausgewé&hlt.

Bestimmen Sie die Anzahl a(n, k,r) der Tipreihen dieser Wette, welche genau r richtige
Zahlen enthalten.
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2. Hausiibung zur Kombinatorik

1. Gegeben sind 12 Kugeln und 4 Urnen. Gesucht sind die Anzahlen der Mdglichkeiten,
diese 12 Kugeln auf die 4 Urnen zu verteilen.

Bestimmen Sie die Anzahlen jeweils fiir die folgenden Fille:
(i) Kugeln und Urnen sind unterscheidbar.

(ii) Kugeln und Urnen sind nicht unterscheidbar.

(iii) Kugeln sind nicht unterscheidbar, aber Urnen sind unterscheidbar.

(iv) Kugeln sind unterscheidbar, aber Urnen sind nicht unterscheidbar.

2. Auf wieviele Arten kann man die 4 Wiande eines rechteckigen Zimmers mit 5 verschie-
denen Farben streichen, wenn jede Wand einfarbig sein soll und an jeder Zimmerecke
verschiedene Farben aneinanderstofien sollen?

3. Bestimmen Sie die Anzahl der Moglichkeiten, die 26 Buchstaben A B,C,....X|Y,Z der-
art aneinanderzureihen, dafl keiner der Namen THEA, LUDWIG und IGOR als Folge
unmittelbar aufeinanderfolgender Buchstaben vorkommt.

Hinweis: Es reicht aus, diese Anzahlen durch gewisse Fakultiten auszudriicken.

4. Bestimmen Sie eine Formel fiir die Anzahl ¢(n,k, m) der Moglichkeiten, k verschiedene
Kugeln auf n verschiedene Urnen so zu verteilen, daf§ genau m Urnen leer bleiben.
Wie lautet die Formel fiir m = 07
Berechnen Sie speziell ¢(6, 4, 3).

Sprechstunden der Mitarbeiter:
Prof. Podewski Raum B 409 Mi 11 — 12 Uhr
Dr. Wille Raum G 108 Mi 11 — 12 Uhr
Frau Mattiesch Raum D 404 nach Vereinbarung



UNIVERSITAT HANNOVER 29.4.1997
INSTITUT FUR MATHEMATIK
Prof. Dr. Podewski, Dr. Wille

3. Hausiibung zur Kombinatorik

d,, bezeichne die Anzahl der fixpunktfreien Permutationen der S, (n—te Rencontre-Zahl).

1. Zeigen Sie, daf} die Rencontre-Zahlen die folgenden Rekursionen erfiillen:
(a) dpy1 = (n+1)d, + (=)
(b) dn+1 = n(dn + dnfl)

2. Es sei A = (a;;) mit a;; = 1 —9;; eine n x n Matrix. Berechnen Sie (mit kombinatorischen
Mitteln) die Determinante von A.

3. In einem Gefangnishof wandern jeden Tag n Striflinge in einer Reihe im Génsemarsch
umher. Um fiir Abwechselung zu sorgen, veranlafit der Aufseher, daf§ die tédgliche Rei-
henfolge stets so gedndert wird, dafl jeder Strafling einen anderen Riicken sieht als am
Vortag. Bestimmen Sie die Anzahl der Moglichkeiten, die man téglich fiir die Wahl der
Reihenfolge hat.

4. Sei F := (F(i)|i € I) mit |I| € IN eine endliche Familie und n € IN mit n < |I| gegeben.
Zeigen Sie, dafl dann dquivalent sind:
(a) Es existiert ein J C I mit |J| > n derart, da8 F'| J eine injektive Auswahlfunktion
besitzt.
(b) Fiir alle K C I gilt: |F(K)| > |K|+n— |I].
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4. Hausiibung zur Kombinatorik

1. Das Harem—Problem (moderne Fassung):
n britische Rinderziichter stehen fassungslos vor einer groflen Rinderherde. Jeder von
ihnen soll k£ ihm personlich bekannte Tiere zur Schlachtung aussuchen. Fiir alle i €
{1,2,...,n} bezeichne R; die Menge der Rinder, die der Ziichter i personlich kennt.
Zeigen Sie, dafl die geforderte Schlachtung genau dann moglich ist, wenn fiir alle I C
{1,2,... ,n} gilt: |U,;c; Ril > K|1].

2. Es sei T eine endliche Menge, und T'= A; UA,U...UA,, = BiUByU...UB,, seien zwei
Partitionen von T in nichtleere Mengen (also A; N A; = 0 und B; N B; =  fiir ¢ # j).
Eine m—elementige Menge E C T mit E N A; # 0 fiir alle s und EN B; # ( fiir alle j
heifit gemeinsames Reprisentantensystem fiir die Partitionen.

Zeigen Sie, dafl zwei Partitionen genau dann ein gemeinsames Reprisentantensystem
besitzen, wenn fiir alle k = 1,... ,m und fiir alle I C {1,2,... ,m} mit |I| = k gilt:
(U;er 4i) 2 B; fiir hochstens & Indizes j.

3. Es sei G eine endliche Gruppe, H eine Untergruppe von G und m der Index von H in G.
Zeigen Sie, daf3 es dann Elemente 2, ... , 2, € G gibt mit

G=HzUHzU...UHz,=21HUzHU...Uz,H,

also eine Menge E = {21, ... , 2}, die ein Représentantensystem sowohl fiir die Zerlegung
von G nach H in rechte als auch in linke Nebenklassen bildet.

4. Sei H = (H(t)|i € I) eine Hall-Familie, die eine Hochzeit besitzt. B C H(I) heifit
begehrt, wenn fiir jede Hochzeit f von H gilt: B C Nb f.
Zeigen Sie:
Ist H = (H(i)|¢ € I) eine Hall-Familie, die eine Hochzeit besitzt, so sind dquivalent:
(a) B cC H(I) ist begehrt.
(b) Es gibt K cc I mit |[H(K)| = |K| und B C H(K).
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5. Hausiibung zur Kombinatorik

1. Es sei p prim und f, g € Z,[z] teilerfremd. Zeigen Sie, dafi dann gilt:
Zy[z]/(f - 9) & Zy[]/(f) % Zp[x]/(g)

2. Es sei Ry := Zs[z]/(z® +z + 1).
(a) Untersuchen Sie fiir s = 2,3,4,5, ob R, ein Korper ist.

(b) Konstruieren Sie einen Korper aus 8 Elementen (d.h. geben Sie Verkniipfungstafeln
fiir solch einen Korper an).

3. Es sei R ein endlicher Ring. Eine Menge S von Einheiten in R heifit orthogonal, falls je
zwel verschiedene Elemente aus S orthogonal sind.

Es sei N(R) := max{|S||S C R und S orthogonal }.
(a) Zeigen Sie:

Sind Ry, R, endliche Ringe, so gilt N(R; X R) = min{N(R;), N(R2)}.
(b) Berechnen Sie N(R;) (s = 2,3,4,5) fiir die Ringe aus Aufgabe 1.

4. Es sei n € IN mit n > 2 und p die kleinste Primzahl, die n teilt.
Zeigen Sie: N(Z,)=p— 1.
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6. Hausiibung zur Kombinatorik

1. Untersuchen Sie, ob es ein lateinisches Quadrat gibt, das orthogonal ist zu:

123 4 123 4
21 4 3 241 3
a) 341 2 b) 31 4 2
4 3 21 4 3 21

2. Zwei quadratische n x n—Matrizen A, B tiber N = {1,2,... ,n} heiflen orthogonal, falls
(A, B) := ((asj, bij)) jedes Paar aus N x N genau einmal enthélt.

Sei
1 ... 1 1 ... n

Z = : : und S =
n ... n 1 ... n
Zeigen Sie:
Eine Matrix A iiber N ist genau dann ein lateinisches Quadrat, wenn A orthogonal zu Z
und orthogonal zu S ist.

3. Konstruieren Sie jeweils eine vollstindige Menge orthogonaler lateinischer Quadrate der
Ordnung 5 und 8.

Hinweis: Diese Aufgabe ist als kleine Programmieraufgabe gedacht. Sie sollten ein Pro-
gramm schreiben, mit dem Sie sich diese lateinischen Quadrate ausdrucken lassen konnen
und dieses dann mit dem Ausdruck der orthogonalen lateinischen Quadrate abgeben.

Natiirlich kénnen Sie die Aufgabe auch ”zu Fuf}” 16sen.

4. Es seien A = (a;;) und B = (b;;) zwei lateinische Quadrate der Ordnung n iber
{1,2,...,n}. Die Matrix M = (m;;) sei definiert durch m;; := n(a;; — 1) + b;; fiir
1,7 =1,...,n. Zeigen Sie:

(a) Fiir alle 4,5 € {1,2,...,n} gilt 1 < my; < n?
(b) Alle Zeilen- und Spaltensummen von M sind gleich.
(c) Sind A und B orthogonal, so ist M ein magisches Quadrat.
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7. Hausiibung zur Kombinatorik

1. Zeigen Sie:
In einer endlichen projektiven Ebene gilt das Dualitdtsprinzip, d.h. mit einer wahren
Aussage A iiber Punkte und Geraden ist auch diejenige Aussage wahr, die man aus
A durch Vertauschen der Worte ”Punkt” und ”Gerade” (und sprachlicher Anpassung)
erhélt.

2. Im Vektorraum K3 iiber einem endlichen Kérper K sei P die Menge der eindimensionalen
Unterrdume. Fiir jeden zweidimensionalen Unterraum U vom K? sei g, die Menge der in
U enthaltenen eindimensionalen Unterrdume und

G := {g, | U ist Untervektorraum von K3 mit dimU = 2} .

(Im Prinzip ist G die Menge der zweidimensionalen Unterrdume vom K?3).
Zeigen Sie, daf (P, G) eine endliche projektive Ebene der Ordnung | K| =: n ist.

3. Fiir einen Graphen (P, K) und ¢ € P sei S, := {r|{q,r} € K}.
Zeigen Sie:

Ist f : P\{p} — P\{p} eine Funktion mit f(q) # q und f(f(q)) = ¢ fiir alle ¢ € P\{p},
so gibt es einen Graphen (P, K) mit S, = P\ {p} und S, = {p, f(¢)} fiir ¢ € P\ {p}.

4. P sei eine Menge und G C P(P). Fiir p € P seip:={g € G|p € g}. Zeigen Sie:
Ist |[Pl=n*>+n+1,|p|=n+1>3fiir alle p € P und gilt [gN k| =1 fiir alle g,h € G
mit g # h, so ist (P, G) eine projektive Ebene der Ordnung n.
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8. Hausiibung zur Kombinatorik

1. Berechnen Sie die Anzahl der Méglichkeiten, 25 Miinzen aus 8 Typen (1 Pf, 2 Pf, 5 Pf,
10 Pf, 50 Pf, 1 DM, 2 DM, 5 DM) derart auszuwéhlen, dafi von jedem Typ mindestens
zwei und hochstens sechs Miinzen vorhanden sind.

2. (a) Auf einer Kreislinie sind 2n Punkte gezeichnet. Je zwei sollen durch Strecken ver-
bunden werden, und zwar so, dafl keine Schnittpunkte von Strecken auftreten.
Zeigen Sie, daf} dies auf D, Arten mdoglich ist.

(b) Betrachten Sie Polygone aus 2n Streckenziigen der Linge 1 im 1. Quadranten des
Koordinatensystems, die die Punkte (0,0) und (n,n) verbinden.
Zeigen Sie, daf} die Anzahl solcher Polygone, die aufier (0,0) und (n, n) keinen Punkt
(z, z) enthalten, gleich 2D, ist.

3. Es sei p(n) die Anzahl der Moglichkeiten, die Zahl n als Summe natiirlicher Zahlen (> 0)

zu schreiben — ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge. Ferner sei G(z) = 1 + Z p(n)z".
k=1

Zeigen Sie:  G(z) = H(l -z
i>1

Berechnen Sie mit Hilfe von G(z) die Zahlen p(1),...,p(5).
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9. Hausiibung zur Kombinatorik

1. Bestimmen Sie die Anzahl der Folgen (a1, as, ... ,a,) mit a; € {0,1,2}, fiiri =1,... ,n,
die eine ungerade Anzahl von Nullen enthalten.

2. (a) Auf einer Kreislinie sind 2n Punkte gezeichnet. Je zwei sollen durch Strecken ver-
bunden werden, und zwar so, dafl keine Schnittpunkte von Strecken auftreten.
Zeigen Sie, daf} dies auf g,,,1 Arten moglich ist.

(b) Betrachten Sie Polygone aus 2n Streckenziigen der Linge 1 im 1. Quadranten des
Koordinatensystems, die die Punkte (0,0) und (n,n) verbinden.
Zeigen Sie, daf} die Anzahl solcher Polygone, die aufier (0,0) und (n, n) keinen Punkt
(z,z) enthalten, gleich 2g, ist.

3. (Turm von Hanoi)

Auf dem linken Stab liegen n paarweise unterschiedlich grofle Scheiben, wobei nur klei-
nere iiber groferen Scheiben liegen. Diese n Scheiben sollen in gleicher Ordnung auf den
mittleren Stab umgelegt werden. Dabei darf jeweils nur eine Scheibe verlegt werden, und
auf allen drei Stédben sollen stets nur kleinere Scheiben iiber gréfleren Scheiben liegen.
Zeigen Sie, daf} eine Umlegung stets moglich ist, und geben Sie die minimale Anzahl a,
von Umlegungen an.

4. Tm IR® seien n Ebenen in allgemeiner Lage gegeben, d.h.
(i)  sie sind paarweise nicht parallel,
(ii) je 3 Ebenen haben einen Punkt aber keine Gerade gemeinsam,
(iii) je 4 Ebenen haben keinen Punkt gemeinsam.
Leiten Sie eine Rekursion fiir die Anzahl u, der Gebiete her, in die der Raum durch
diese Ebenen zerlegt wird, und geben Sie u, unter Benutzung der erzeugenden Funktion
U(z) = > upx™ explizit an.
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10. Hausiibung zur Kombinatorik

1. Berechnen Sie die Anzahl der Méglichkeiten, 25 Miinzen aus 8 Typen (1 Pf, 2 Pf, 5 Pf
10 Pf, 50 Pf, 1 DM, 2 DM, 5 DM) derart auszuwéhlen, dafi von jedem Typ mindestens
zwei und hochstens sechs Miinzen vorhanden sind.

2. Bestimmen Sie die Anzahl f,, der 3-stelligen Dezimalzahlen, die die Quersumme n besitzen
(1 <n < 27), und berechnen Sie speziell fi;.

3. Zum Frankieren eines Briefes mit 3 DM Porto stehen 4 Typen von 50 Pf Briefmarken,
3 Typen von 1 DM Briefmarken und 2 Typen von 2 DM Briefmarken jeweils in unbe-
schriankter Menge zur Verfiigung. Auf wieviele unterschiedliche Arten 148t sich der Brief
frankieren?

4. Zeigen Sie, daf das folgende BASIC-Programm zur Berechnung der Partitionszahlen p(n)
richtig ist.
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11. Hausiibung zur Kombinatorik

1. Berechnen Sie den Zykelindex der Diedergruppe D,,.

Schreiben Sie ihn fiir Dg explizit auf und berechnen Sie die Anzahl der verschiedenen
Halskettentypen fiir Halsketten mit 6 Steinen in zwei verschiedenen Farben.

2. Es sei S, die symmetrische Gruppe, die auf N = {1,2,... ,n} operiere. Sie induziert eine
Permutationsgruppe G auf N x N, indem man fiir 7 € S,, die induzierte Permutation 7
definiert durch 7((7, 7)) = (7(2), 7(5))-

Es sei I, = 28'z% ... 2% der Zykelindex von 7.
Zeigen Sie, daB fiir den Zykelindex Iz = a{'z5” .. .a:fl »* von T gilt:

pr = Z (4,7)bib;
[i.4]=k

Dabei bezeichnet [i,j] das kleinste gemeinsame Vielfache von ¢ und j, und (7,j) den

groffiten gemeinsamen Teiler von ¢ und j.

Berechnen Sie mit dieser Formel fiir n = 4 den Zyklenindex der Gruppe G.

3. Auf wieviele Arten kdnnen n Personen an einem runden Tisch Platz nehmen, wenn die
Platze nicht numeriert sind?
Losen Sie dieses Problem einmal mit einer direkten Abzdhlung und einmal mit Hilfe des
Lemmas von Burnside.

4. Auf wieviele unterscheidbare Arten kann man die
16 Felder des nebenstehenden quadratischen Bret-
tes mit 2 Farben farben?

Betrachten Sie dabei das Brett einmal als einseitiges Brett und einmal zweiseitig, also
durchgefirbt.



Ubungen zur Kombinatorik; SS 1997

Losungen 1. Hausiibung

Aufgabe 1
a) Wir zihlen die n—elementigen Teilmengen einer 2n—elementigen Menge auf zwei Arten
ab:

1. direkt: Es gibt <27:L> solcher Teilmengen.

2. Wir spalten die 2n—elementige Menge in zwei Teile mit je n Elementen auf. Eine
n—elementige Menge der 2n—elementigen Menge besitzt fiir ein £ mit 0 < k£ < n gerade
k Elemente aus dem 1. Teil sowie n — k Elemente aus den 2. Teil.

Also gibt es (Z) (n " k) Mbglichkeiten. Mit (Z) = (n " k) folgt nun die Behauptung.
k=0

b) Wir spezialisieren die binomische Formel (a + b)" = (Z) a™ *b* auf
k=0

n

(14+2z)"= Z (Z) z* und leiten ab:

k=0
n-(l+z)" = Zk (Z) Tt
k=1

Mit z = 1 folgt die Behauptung.

c¢) Induktion iiber n:
Fiir n =1 gilt die Gleichung, wie man sofort sieht.

Induktionsschluf:
R N O AN o ) LN C ey n
2% v ) = owrr k) tlema)
k=1 k=1
(=1)" 1 1 & o1 n! n+1
= 1+ -4+ ... += -1 :
nr1 Tt +n)+k:1( ¥ A Py g |
1 1 (-1 R w1 (n+1
= 14+—-4...+~ -1
+2+ +n+n—|-1+n—|-1k§1( ) k
1 1 (=10 1 & n+1
= 14+—-+4+...+— — -1 —1—=(=1)"t!
tot +n+n—|—1 n—1(;( ) k (=1)")
1 (=1)" 1 —1)nt1
= 14+=+.. +—+( ) (=1)
n n—+1 n—+1 n—+1
1 1
n n+1



Aufgabe 2

Die Anzahl der Noten 1 und 2 miissen in allen Zeugnissen iibereinstimmen, da alle gleich gut
sind. Nehmen wir an, dafl in jedem Zeugnis m Einsen und 2n — m Zweien vorkommen.Dann
gilt:

Anzahl der verschiedenen Zeugnisse = (3:) .

Es folgt t,, < (271) und die Behauptung folgt aus (271,) < <2n>
m m n

Dazu zeigen wir folgende Eigenschaft der Binomialkoeffizienten:

, T€N= <
r—1 r
(Mit (?) = <k k l) folgt dann alles.)

Es gilt:
( n >:n(n—1)...(n—(r—1)+1) nn—1)...(n—r+2)

(*) 1<r<

|3

r—1 (r — 1)! - (r—1)!

Wegenr§gfolgtn—TZn—g,alson—r+1>gZrund"%m>1.Damiterhéiltman:

n\_nn=1..(n=r+2) nn-1..(-r+Ym-r+1) _ (o)
(-"1) ()

r—1 (r=1)! (r—1lr —\r

Aufgabe 3

Wir zeigen zunéchst:

Darf man im nebenstehenden *

Schema von * nur zum jeweils di- * *

rekt links bzw. rechts darunter- KOk
* % k % %

stehenden * weiterschreiten, und
ist a(n, k) die Anzahl der auf diese Kok Ok kK

Art moglichen verschiedenen We-

ge von der Spitze bis

zum k—ten Symbol in der n—ten Zeile (n,k =0,1,2,...), so gilt a(n, k) = (Z)

Beweis durch Induktion iiber n:

n=0: M&®=1=(®

n=>n+1: Zu zeigen ist: Fir alle Ak mit 0 <k <n—+1gilt a(n+ 1,k) = n;ﬂi—l
Fiir k = 0 folgt direkt a(n +1,0) = 1= n—gl ,ebenso a(n+1,n+1)=1= Zii .

Fir 0 < k <ngilt a(n+ 1,k) = a(n,k — 1) + a(n, k), da man ein Symbol nur iiber die beiden
Symbole rechts und links davon in der Zeile dariiber erreichen kann. Nach Induktionsvoraus-

setzung folgt weiter a(n+1,k) = (k ﬁ 1) + (Z) = (n _]: 1). Die letzte Gleichung ergibt sich

dabei nach Vorlesung.



Fiigt man nun unter K K der letzten Zeile ein “Scheinsymbol “ ein, so entsteht eine symmetri-
sche Figur mit Mittelzeile
AAAAAAA.

Nach Obigem 148t sich das k—te Symbol dieser Zeile (k = 0,1, ... ,6) von oben und von unten

k
das Wort Kombinatorik. Damit lautet die gesuchte Anzahl

S (5) (5) = (2) o

unter Benutzung von Aufgabe 1 a).

auf <6) Arten erreichen. Koppelt man je zwei solcher Wege, entsteht genau eine Lesart fiir

Aufgabe 4

Bei einer Tipreihe der Wette mit genau r richtigen Zahlen miissen aus den k richtig ausgewahl-
ten Zahlen gerade r genommen werden. Die {ibrigen 6 — r Zahlen des Tips miissen aus den
restlichen n — k Zahlen ausgewéhlt werden, da genau r Zahlen richtig getippt sein sollen.

r Zahlen aus k£ Zahlen auswihlen geht auf (i) Arten.

6 — r Zahlen aus n — k Zahlen auswéhlen geht auf g’: f) Arten.
, E\ (n—k
Durch Koppelung erhilt man a(n, k,r) = le_r)

(Interessant sind beim Lotto natiirlich nur die a(n, k,7) mit 3 < k < 6 und r > 3.)



Loésungen 2. Hausiibung

Aufgabe 1
zu (i):
Fiir jede Kugel gibt es 4 Moglichkeiten, also ist die Anzahl = 4!2 = 16 777 216.

zu (ii):

Hierbei geht es um Zerlegungen der Zahl 12 in hochstens 4 Summanden, bei denen die Rei-
henfolge keine Rolle spielt. Man iiberlegt sich leicht, dafl es 34 solche Zerlegungen der Zahl 12
in héchstens 4 Summanden gibt.

zu (iii):

Hierbei geht es um Zerlegungen der Zahl 12 in hochstens 4 Summanden mit Beriicksichtigung
der Reihenfolge.

Wir betrachten die 12 Kugeln und 4 Plédtze (Urnen) N = {1, 2, 3,4}. Ziehen wir nun 12-mal
hintereinander einen Platz aus IV, auf den wir dann eine Kugel legen, und legen anschlieflend
die Platznummer zuriick, so entsteht insgesamt eine Verteilung der Kugeln auf die 4 Plitze
(Urnen) mit Beriicksichtigung der Reihenfolge, d.h. die Urnen werden unterschieden. Also ist
die gesuchte Anzahl A gleich der Anzahl der 12-Auswahlen einer 4-elementigen Menge. Nach

Vorlesung folgt
_(4+12-1\ [(15\ _ [15)\ _
() ()= ()
zu (iv):

Die gesuchte Anzahl ist gleich der Anzahl der Zerlegungen einer 12-elementigen Menge in
hochstens 4 Teilmengen. Bezeichnet man mit S(n, k) die Anzahl der Zerlegungen einer n-
elementigen Menge in genau k£ Teilmengen, so gilt also fiir die Anzahl A:

A=5(12,1)+ 5(12,2) + S(12,3) + S(12,4) .

Die Zahlen S(n, k) sind die STIRLINGschen Zahlen 2. Art, die in der Ubungsstunde eingefiihrt
wurde. Man erhélt mit den dort bewiesenen Formeln:

A=1+20474 86526 4+ 611501 = 700075 .

Aufgabe 2

Wir benutzen das Siebtheorem, wobei wir setzen:

N = Menge aller Farbungen des Zimmers, sowie

N; = Menge der Farbungen, bei denen in Ecke i gleiche Farben aneinanderstofien (i = 1,2, 3, 4).

Die gesuchte Anzahl sei a. Es gilt nach Vorlesung:

a=W0)-W(1)+W2)-WE) mit W)= > [[|Nl.

SeP;({1,2,3,4}) €S
Wir berechnen | ﬂ Nyl:
i€S

IN| =5% |Ni| = 5° fiir i = 1,2,3,4, |N; N N;| = 52 fiir 4, j € {1,2,3,4} mit i # J.
Stoflen an drei Ecken gleiche Farben aneinander, so ist das Zimmer einfarbig gefarbt, d.h. :
|IN; N N; N Ni| = [Ny N Na N N3N Ng| =5 (4, j, k paarweise verschieden). Es folgt:

4

a=54—4-53+(2

)-52—4-5+5=260



Aufgabe 3

Bezeichnungen: Al :={A,B,C,...,X,Y,Z}. Zu einer Menge A bezeichne S(A) die Menge
der Permutationen von A. Sspc bezeichne die Menge der Permutationen aus S(Al), in denen
ABC als Folge unmittelbar aufeinanderfolgender Buchstaben vorkommt. Die gesuchte Anzahl
sei a.

Wir wenden nun das Siebtheorem an mit

N = S(Al), N1 = Stuga, N2 = Scvpwia, Ns = Sicor.

Dann folgt nach Vorlesung:

IN| = [S(Al)| = 26!

|N1| = |STrEa| = 23!, denn man kann THEA als einen Buchstaben auffassen, da T, H, E und
A direkt aufeinanderfolgen miissen. Entsprechend folgt:

|Na| = 21! und |N;| = 23!

In N; N N, liegen die Permutationen, die sowohl THEA als auch LUDWIG als direkt aufein-
anderfolgende Buchstaben enthalten. Fait man diese Folgen wieder als einen Buchstaben auf,
so koénnen also 26 —4 — 6 + 1 + 1 = 18 Symbole permutiert werden. Also |[N; N No| = 18!
Entsprechend |N; N N3| = 20!.

Etwas aufpassen mufl man bei | Ny N N3|: Kommen LUDWIG und IGOR als direkt aufeinan-
derfolgende Buchstaben vor, so mufl die Permutation die Buchstabenfolge LUDWIGOR ent-
halten, da das Ende von LUDWIG mit dem Anfang von IGOR iibereinstimmt. Also kénnen
26 — 8 + 1 = 19 Elemente permutiert werden, d.h. [N, N N3| = 19

Entsprechend folgt |[N; N Ny N N3| = (26 —4 — 8 + 1+ 1)! = 16!. Damit ist

a=26!—2-23!— 21!+ 18! 4+ 20! + 19! — 16! = 403 239 708 563 114 253 422 592 000 .

Aufgabe 4

Wieder wird das Prinzip von Inklusion und Exklusion verwendet:

Sei N = Menge der Belegungen der n Urnen mit k£ Kugeln und

N; = Menge der Belegungen der n Urnen mit £ Kugeln, so dafl Urne ¢ leer bleibt
(i=1,2,...,n).

Dann ist ¢(n, k, m) die Anzahl der Elemente von N, die in genau m der Mengen N; liegen und
nach Vorlesung gilt

n

tn,k,m) = 3 (~1)F ™ (;1) W(i)

mit Wi = 3 scpq1,... np) [(Njes Vi)l - Fiir ein S € Pi({1,... ,n}) ist aber (s V;)| gerade
die Anzahl der Belegungen der n Urnen mit k£ Kugeln, so dal mindestens die durch S gegebenen
Urnen leer bleiben. Diese Anzahl ist leicht bestimmbar. Die £ Kugeln kénnen nédmlich auf die
restlichen n — i Urnen beliebig verteilt werden. Das geht auf (n —i)* Arten. S € P;({1,...,n})

ist auf (7;) Arten wahlbar. Also ist W(i) = (?) (n —4)F und

tn,k,m) = zn:(—ni—m (é) (’;) (n — i)



o () )= () ()

Fir m = 0 erhilt man

— _1y (™ _ ok
und man erkennt, daf} sich genau die Formel fiir die Anzahl der surjektiven Funktionen einer
k—elementigen Menge auf eine n—elementige Menge ergibt (sieche Ubungsstunde 22.4.97).

Speziell:

t(6,4,3) = (g) 23:(—1)" (i’) (3—14)*=20(81—3-16+3) =1720.

=0



Losungen 3. Hausiibung

Aufgabe 1
a 1
. _ t
Es ist d,, = n!Z(—l) i
t=0
n+1

A dur = (DY (-1

= R D+ U

= (n+1)dy + (—1)mH!

b)  dpy1 = ndp+d, + (=1)" nach a)
= ndp, +nd,_1 + (=1)" + (=1)""! = n(d, + dp_1)

Aufgabe 2
A hat folgendes Aussehen:
011 1
1 01 1
A — - -
0 1
1 1 0
Wegen det A = Z SN0 - A15(1) * - - - * Ano(n) fOlgt hier det A = Z sgn o, wobei S], die Menge
oESn oEs!,

der fixpunktfreien Permutationen der S,, ist.
Wir bestimmen zunéchst die Anzahl a,, der fixpunktfreien geraden Permutationen.
Mit N := A, (alternierende Gruppe) und N; := {7 € N|n(i) = ¢} fiir ¢ = 1,... ,n gilt nach

dem Siebtheorem .

=2 (" >, I[Nl
i=0 SeP;({1,..,n}) j€S
Wie bei der Herleitung der Rencontre-Zahlen erhélt man:

1 firi=n

Z | m N]| _ <n>’l'l(n_z)| firi=n-1

SeP;({1,...,n}) jES firi=0,1,2,...,n—2

Also gilt
an = Z(—l)i (T;) (n ; i) + (=D n+(=1)"-1
= n! z_:(—l)’%' + (=" tn+ (-D)".

Ist u, die Anzahl der fixpunktfreien ungeraden Permutationen, so gilt u, = d, — a,. Damit
folgt
det A=a, —up=an,— (dy —a,) =20, —dp=...=(—=1)"-(n—1).



Aufgabe 3

Wir betrachten die Reihenfolge vom Vortag und numerieren die Striflinge gemif dieser Rei-
henfolge mit 1,2, ... ,n durch. Strafling 1 sei dabei der Letzte und Strifling n der Erste dieser
Reihe. Dann ist die gesuchte Anzahl offensichtlich gleich der Kardinalitdt der Menge

N:={res,|firallei <nist (i +1) #m(i) +1}.

Fir alle k € {1,2,...,n— 1} = IN,,_; sei
Ny :={m € S, | es existiert ein i < n mit 7(i) =k und (i +1) =k +1}.
Dann ist offenbar N = S, \ JFZ; Ni. Setzt man a; := D i<hi<ka<..<ki<n [Nk Moo N N | fiir
alle i € IN,,_;, so ergibt sich mit der Siebformel |N| = n! + 377! (=1)'a;.
Wir bestimmen nun a; fiir alle ¢ € IN,,_;. Es gibt <n ; 1) Moglichkeiten, &y, ..., k; € IN,_1
mit k1 < ... < k; zu wihlen. Setze X := N, \ {k1 + 1,... ,k; + 1}. Dann ist | X| =n —i. Sei
¢ = (j1,---,Jn_i) eine Permutation von X. Wir konstruieren eine Permutation ¢ von IN,, wie
folgt: Sei r < n — 4. Ist j, =max X, so ersetze j, durch die Folge j,,j. + 1,... ,n. Ansonsten
sei s das kleinste Element in X, das gréfler als j,. ist. Ersetze dann j,. durch j,., 7, +1,... ,s—1
(wir schlieflen also die ”Liicken” von X ). Offenbar ist die Zuordnung ¢ +— % eine Bijektion von
der Menge der Permutationen von X auf Ny, N...N N,. Es folgt [Ny, N...N N, | = (n — 1),
n—i .

also a; = ( ; (n— 1)l
Nun ergibt sich

n

N[ = nl+ 3 (1) (”;’) (n —1)!
= Z(—l)’%(n —)=(n— 1)!2(—1)ini_!i :

=0 =0

Aufgabe 4
(a) = (b): Sei J C I mit |J| > n und (a;);cs eine injektive Auswahlfunktion von F'| J. Sei
ferner K C I. Dann gilt:

IF(K)| = [U{F(G)lj e KNJ} = {aili € KNJ} =|KNJ|
= K= |K\J| = |K| = [I\J| = [K| - ([I| = |J]) = [K| +n - [I|

(b) = (a): Es gelte (b).

Wihle eine beliebige Menge T mit |T'| = [I| —n und TN F(I) = 0. Setze F'(z) := F(:) UT fiir
alle ¢ € I. Wir zeigen, dafl F' := (F'(3) | ¢ € I) die Hallsche Bedingung erfiillt.

Sei K C I.Ist K =0, so ist sicherlich |F'(K)| =0 > |K|. Sei nun K # (). Dann folgt

[F'(K)| = |[TUF(K)|=|T|+|F(K)| = |T|+|K|+n—[I] nach (b)
= |K| dal|T|+n=|I|.

Nun liefert der Heiratssatz eine injektive Auswahlfunktion (a;);c; von F”.

Sei nun J := {i € I|a; ¢ T'}. Da die a; paarweise verschieden sind, gibt es héchstens |7'| Indizes
i € I mit a; € T. Es folgt |J| > |I| — |T| = n. Fiir alle ¢ € J ist a; € F'(i) \ T = F(4). Damit
ist (a;)ics eine injektive Auswahlfunktion von F'| J.



Losungen 4. Hausiibung

Aufgabe 1

Die Schlachtung sei moglich.

H; sei die Menge der Rinder, die Ziichter ¢ schlachtet. Dann gilt:

H; CR;, |Hy| > k und Hy,..., H, sind paarweise disjunkt. Fiir I C {1,... ,n} gilt also:

|URz| > |UH1| > k|1 .
iel i€l
Es gelte die angegebene Bedingung.
Essei J:={1,...,n} x{L,... ,k}. Fir (3,5) € J sei S;; := R;.
Behauptung:  (Sij),j)es erfiillt die Hall-Bedingung.
Sei J' C J. Wir definieren I := {¢ € {1,...,n}|3j €{1,... ,k} (3,5) € J'}. Es folgt

U si=UR und kjI|>1J],
(4,4)ed’ i€l

denn zu einem ¢ € I gehdren maximal k£ Elemente aus J'. Also gilt

LU sul=IURI =K1 2|71

(3,5)eJ! i€l
Nach dem Satz von Hall besitzt (S;;)(ij)cs eine injektive Auswahlfunktion (ein Représentan-
tensystem (ai;)(i,j)cs). Bine Schlachtung kann also dadurch realisiert werden, daf Ziichter 7 die
Rinder a;1, ... , a; schlachtet (1 =1,... ,n).

Aufgabe 2

Zunéchst macht man sich klar:

Ist E ein gemeinsames Reprédsentantensystem fiir die beiden Partitionen, so muf} jeder der
Durchschnitte £ N A; und E N B; einelementig sein, wegen |E| = m und da die A; und B,
paarweise disjunkt sind. Daraus folgt, dafl es genau dann ein gemeinsames Repréisentanten-
system fiir die Partitionen gibt, wenn eine geeignete Umnumerierung der B; existiert, so daf}
AiNB; #0 fiiri=1,...,m gilt.

Nun zum Beweis fiir =>:

Annahme es gibt 0.B.d.A. T = {1,... k} so dal A; U ... U A 0.B.d.A. By, Bs,..., B,
mit [ > k enthélt. Dann mufl Az, N Bry1 = 0 gelten, da Partitionen vorliegen und schon
By C A1 U...U Ag gilt, ein Widerspruch zu obiger Bemerkung.

Beweis von <—:

Essei S ={A,...,An} und S; := {A4; | A; N B; # 0}. Wir zeigen, dal M(S) := (S1,... ,Sm)
ein Représentantensystem besitzt. Angenommen, M (.S) erfiillt nicht die Hall-Bedingung. Dann
gibt es eine k—elementige Indexmenge I (0.B.d.A. I = {1,... ,k} mit |[S; U...U Sk| < k. Sei
SiU...US, ={4,...,A;,} mit | < k. Dann enthélt die Menge A;, U...U A;, die Mengen
Bi,... By, denn in S; U...U Sy liegen alle A;, die mit einer der Mengen By, ... , By einen
nichtleeren Durchschnitt haben. Dies ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung.

Also besitzt M (S) ein Reprisentantensystem. Numerieren wir die Mengen A; so um, daf} dieses
Représentantensystem (Ajg, As, ... , Ap) ist, so gilt A; € S; fiir alle ¢ und nach Definition der S;
dann A;NB; # ( fiir alle ¢. Nach dem Vorspann besitzen die Partitionen damit ein gemeinsames
Repriasentantensystem.

Aufgabe 3
Eine Folgerung aus Aufgabe 2 ist der folgende Satz:



Sind T = A;UA,U. . .UA,, = BiUByU...UB,, zwei Partitionen von T und gilt |4;| = |B;| =r
fiir alle ¢ und fiir alle j, so besitzen die Partitionen ein gemeinsames Reprisentantensystem.
Der Beweis folgt sofort, da sich aus der Gleichméchtigkeit aller Partitionsmengen die hinrei-
chende Bedingung fiir die Existenz eines gemeinsamen Reprédsentantensystems aus Aufgabe 2
ergibt.

Da die Rechts- und auch die Linksnebenklassen von H in G alle gleichmichtig sind und eine
Partition der Gruppe G bilden, folgt die Aussage von Aufgabe 3 jetzt aus diesem Satz.

Aufgabe 4

Aus (b) folgt (a):

Es sei K CC I mit |H(K)| = |K|; ferner B C H(K). Beh.: B ist begehrt.

Sei also f eine Hochzeit von H. Da |H(K)| = |K| ist f[K] = H(K), also folgt

B C H(K) = f[K] C Nb f, d.h. B ist begehrt.

Aus (a) folgt (b):

Sei b € B. Dann besitzt H' := (H(¢) \ {b} |7 € I) keine Hochzeit. Also gibt es nach dem Satz
von Hall ein endliches K CC I mit |H(Kp) \ {b}] < | Kyl

Da H eine Hochzeit besitzt, ist |H(Kp)| > |Kp|, also ist |H(K3)| = |Kp| und b € H(K,). Sei
K = Upp K Esist K CC I und B C {J,.p H(K) = H(K). Ferner besitzt H| K eine
Hochzeit f, da H Hall-Familie ist. Es ist

fIE] = flK] = | H(K) = H(K) .

beB beB

Da f Hochzeit ist, folgt weiter |K| = |f[K]| = |H(K)].



Losungen 5. Hausiibung

Aufgabe 1
Der Beweis kann wie in der Stundeniibung gefiihrt werden. Dazu zeigt man, dafl

o { Zyz]/(f-9) — Zplz]/(f) x Zy[z]/(9)
r/(f-9) — (r/(f):r/(9))

ein Isomorphismus ist. Lediglich das Abzdhlargument bei der Surjektivitdt bedarf einer kleinen
Verédnderung:
1Z,[2]/(f - g)| = p&2aU9) = pered frerads — pgrad [ pgrads — |7 [2]/(f)| - |Z,[x]/ (9)]-

Aufgabe 2

a)

Die Polynome 2> +z+1 , 23+ 2z +1 , z*+4 z + 1 sind irreduzibel in Z,. Bei den
beiden ersten folgt dies, da sie keine Nullstellen in Z, besitzen, beim letzten, weil es keine
Nullstelle besitzt und auch keine Zerlegung in irreduzble Polynome vom Grade 2 (dies ist in
Z,[x] nur 2%+ + 1) existiert. Also sind Ry, Rz und Ry Kérper. Fiir 2°+z+1ist 25 +x+1 =
(2?2 + x + 1)(2® + 22 + 1) eine Zerlegung in irreduzible Polynome. Daher ist Rjs kein Kérper.

b)

Man kann hier R3 betrachten und die Verkniipfungstafeln aufstellen. Hier wird Z,[t]/(t3+t2+1)
betrachtet, denn auch #* + t2 + 1 ist irreduzibel.

Fiihrt man fiir die Restklassen die Bezeichnungen 0 =: 1, 1 =: 2, ¢t =: 3, 1+t =: 4, t? =:
5, 1+t =:6, t+t2=:7, 1+1t+1t> =: 8 ein, so erhiilt man folgende Additions- und Multipli-
kationstabelle — bei denen die Zeile und Spalte fiir das neutrale Element jeweils weggelassen
wurde:

+]2 345678 345678
211 4 3 6 587
3|57 6 8 2 4
3/4 127 8 5 6
417 6 2 3 8 5
413 21 8 7 6 5
5/6 2 8 4 3 7
5|6 7 8 1 2 3 4
6(8 3 4 7 5 2
6|5 8 7 21 4 3
712 8 3 5 4 6
718 5 6 3 4 1 2 sla 5 7 2 6 3
8|17 6 5 4 3 21
Aufgabe 3
a)
Es gilt: (a1, b1), ..., (ak, bx) sind genau dann paarweise orthogonal in R; X Ry, wenn ay, . . . , a
und by, ... , by paarweise orthogonal in R; bzw. R, sind.
Beweis:
(a1,b1),- .., (ag, by) paarweise orthogonal in R; X R

< Vi,je{l,... k}i#jgilt: (a;,b;) ist orthogonal zu (aj,b;)
<= (@, b;) und (a;,b;) sind Einheiten in B; X R,
und (CL,’, bz) — (aj, b]) = (0,,' — aj, b, — bj) ist Einheit in R1 X R2
<= a;,a; und a; — a; sind Einheiten in R; und
bi, b; und b; — b; sind Einheiten in R
<= ai,...,a; und by,... by sind paarweise orthogonal in R; bzw. Rs.
Damit folgt sofort die Behauptung N(R; x Ry) =min {N(R;), N(R2)}.



b)

Esist N(R2) =3, N(R;) =7 und N(R4) = 15, da R», R3, R4 nach 2 a) Korper sind.

Esist 2> +z+ 1 = (2% + 22 + 1)(2% + = + 1) eine Zerlegung von z° + = + 1 in irreduzible
Faktoren (siehe 2 b)). Damit gilt nach 1):

Rs = Zy[z]/(2° + 2+ 1) 2 Zy[x]/(2® + 2* + 1) x Zy[z]/(2* + 2z + 1) .
Nach a) folgt nun N(Rs) = N(Rs) = 3.

Aufgabe 4
Es sei n = pi' - ... p* die eindeutige Primfaktorzerlegung von n. Nach Stundeniibung (und
Induktion) folgt

anzp? X ... sz;k

und nach Aufgabe 2 a) (ebenfalls Induktion) ergibt sich
N(Z,) = min {N(Z,p), ... ,N(Z)} -

Es reicht also zu zeigen:

Ist p Primzahl und s € N, so gilt N(Z,.) =p— 1.

Zunichst folgt leicht, da S = {1,2,...,p — 1} eine orthogonale Menge in Z,: ist, denn fiir
a;,a; € S mit a; # a; gilt 0 < |a; — aj| < p — 1 und da mit z auch —z Einheit in einem Ring
ist, ist @; — @; = a; — a; Einheit in Z,.. Also gilt N(Z,:) > p— 1.

Fir N(Z,) < p — 1 zeigen wir zunéchst:

Ist ¢ : R — R' ein Ringhomomorphismus, so ist N(R) < |R'| — 1.

Es gilt

(i) r € B(R) = o(r) #0

(ii) r —s € B(R) = o(r) # ¢(s)

wie sich aus der Homomorphie von ¢ und ¢(1) = 1’ sofort ergibt. Ist also S C E(R) orthogonal,
dann ist nach (i) ¢[S] C R'\ {0'}. Da ferner nach (ii) ¢ eingeschrénkt auf S injektiv ist, folgt
N(R) < |R| - 1.

Ist nun p eine Primzahl mit p|n, so ist nach Stundeniibung

{ z, — Z,
/) = r/(p)

ein Homomorphismus, also ist nach Obigem N(Z,) < |Z,| —1=p—1.
Damit folgt N(Z,.) < p—1.




Losungen 6. Hausiibung

Aufgabe 1
a) Durch Probieren findet man:
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
214 3 341 2 4 3 21
341 2 L 4 3 21 + 214 3
4 3 21 214 3 341 2
b) Nach Stundeniibung reicht es, zu
1 2 3 4
2413
31 49 | =)
4 3 21

ein orthogonales lateinisches Quadrat der Form

1 2 3 4
ap G2 az a4 (.
by by bs by | (v3)

Ci Ca C3 (4

zu suchen. Behauptung: Ein solches Quadrat gibt es nicht!
Gébe es ein solches Quadrat, so miifite fiir die a; gelten:

(%) a1 #1,2 N ag#2,4 N ag#3,1 AN ag #4,3.

1. Fall: a1 =3

Aus (x) folgt dann a; = 1, danach aus der Orthogonalitit ¢; = 2 und damit weiter by = 4, by =
3,co = 4. Damit ist (ug1, v31) = (w42, va2), ein Widerspruch dazu, daf (u;;) und (v;;) orthogonal
sein sollten.

2. Fall: a; =4

Aus (x) folgt dann a3 = 2, weiter a4 = 1 und ay = 3. Wegen der Orthogonalitét folgt b = 2
und dann weiter ¢; = 3. Damit gilt (ua2, v22) = (41, v41), wiederum ein Widerspruch.

Aufgabe 2

Es sei A zu Z und zu S orthogonal. Annahme a;; = a;;, mit j # k. Da A orthogonal zu Z ist,
muf (aqj, 2ij) 7 (Qik, zix) gelten. Wegen z;; = z;;, folgt daraus a;; # as, ein Widerspruch.

Also stehen in jeder Zeile von A lauter verschiedene Elemente. Entsprechend zeigt man unter
Benutzung, daff A orthogonal zu S ist, daf in jeder Spalte von A lauter verschiedene Elemente
stehen. Also ist A ein lateinisches Quadrat.

Sei A ein lateinisches Quadrat. Wir zeigen, dafl A orthogonal zu Z ist.

Es sei (a4, zij) = (agi, 2ir) mit (¢,7) # (k,1). Da z;; = zp ist, folgt ¢ = k. Damit ist a;; = ay.
Da A ein lateinisches Quadrat ist, mufl dann j = [ gelten, insgesamt also (¢,7) = (k,[), ein
Widerspruch.

Wiederum entsprechend folgt, dal A orthogonal zu S ist.

Aufgabe 3
Es sei K = {ag,a1,...,a, 1} ein Koérper mit n Elementen, wobei ay das neutrale Element der
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Auf entsprechende Weise erhilt man unter Benutzung der in den Lésungshinweisen zu Ubung
5 angegebenen Verkniipfungstafeln fiir einen Kérper mit 8 Elementen die folgende vollstdndige
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12 3 45 6 7 8
341 27 85 6
5 6 7 8 1 2 3 4
7 85 6 3 41 2
6 5 8 7 2 1 4 3
8 7 6 5 4 3 21
214 35 5 87
4 3 21 8 7 6 5
1 2 3 45 6 7 8
5 6 7 81 2 3 4
6 58 7 21 4 3
2143 6 5 87
8 7 6 5 4 3 21
4 3 21 8 7 6 5
34127 8 5 6
7T 85 6 3 41 2
1 2 3 45 6 7 8
7T 85 6 3 41 2
214 3 6 5 8 7
8 7 6 5 4 3 21
34127 85 6
5 6 78 1 2 3 4
4 3 21 8 7 6 5
6 5 8 7 2 1 4 3

Ay
Ay
Asg

’
)
b

1 2 3 45 6 7 8
8 7 6 5 4 3 2 1
4 3 218 7 6 5
5 6 7 81 2 3 4
21 4 3 6 5 87
6 5 8 7 2 1 4 3
34127 8 5 6

7 8 56 3 41 2

1 2 3 45 6 7 8
21 43 6 5 87
34127 85 6
4 3 21 8 7 6 5
5 6 7 8 1 2 3 4
6 58 7 2 1 4 3
7T 8 56 3 4 1 2
8 7 6 5 4 3 2 1
1 2 3 45 6 7 8
4 3 21 8 7 6 5
7 8 56 3 4 1 2
6 5 8 7 2 1 4 3
2143 6 5 87
34127 85 6
8 7 6 5 4 3 2 1
56 781 2 3 4
1 2 3 45 6 7 8
6 5 8 7 2 1 4 3
8 7 6 5 4 3 2 1
34127 85 6
4 3 21 8 7 6 5
7 8 56 3 41 2
5 6 7 81 2 3 4
21 43 6 5 87

A =
As



Aufgabe 4
a) Wegen a;;,b; € {1,...,n} folgt

l=n(1-1)+1<my;<nn-1)+n=n.

b)
zn:mij = zn:(n(a,-j — 1)+ b;j) = nnz_iz + zn:z , da A, B lat. Quadrate
i=1 i=1 i=0 i=1
= (n-i-l)ii +n= (n-l—l)w-{-n
i=1 2
= S+ 1)

Also sind alle Spaltensummen von M gleich (und zwar gleich 2(n? + 1)).
= n
Ent hend folgt i =—=(n2+1).
ntsprechend folg ;m] 2(71 +1)

¢) Zu zeigen ist noch:  (¢,7) # (k,l) = my; # my.
Es sei m;; = myy, also n(a;; — 1) +b;j = n(ag — 1) + by und 0.B.d.A. sei b;; < by;. Dann folgt

n(aij — agr) = bgy — b;; = 0 modulo n .

Wegen 0 S bkl — bi]‘ <n fOlgt bkl = bi]‘ und damit A5 = Q- Es ist also (aij, bz]) = (akl, bkl); und
da A und B orthogonal sind, folgt (7, 5) = (k,1).



Losungen 7. Hausiibung

Aufgabe 1

Wir zeigen: Es gibt vier Geraden, von denen keine 3 durch einen Punkt gehen.

Zunichst gibt es 4 Punkte pq, pa, ps, p4, von denen keine drei auf einer Geraden liegen. Betrachte
nun die folgenden Geraden: g; durch py, ps, go durch py, ps, g3 durch ps, ps und g4 durch py, ps.
Da durch je zwei Punkte genau eine Gerade geht, sind g1, 92, 93, g4 paarweise verschieden, denn
keine drei der Punkte p;, p2, ps, ps liegen auf einer Geraden.

Annahme: g4, g2, g3 haben einen gemeinsamen Punkt p.

1. Fall: p & {p1, p2, p3, pa}

Betrachte dann die Gerade g durch p und p;. Es folgt g = g1, da p und p; auch auf g; liegen,
und g = g», da beide Punkte ebenfalls auf g» liegen. Also g; = go, ein Widerspruch.

2. Fall: p € {p1, pa, p3, pa}

Ist p = p1, so liegen py, ps, p4 auf g3, ein Widerspruch.

Ist p = po, so liegen py, po, p3 auf g2, ein Widerspruch.

Ist p = ps3, so liegen py, po, p3 auf g;, ein Widerspruch.

Ist p = pq4, so liegen py, p2, p4 auf g;, ein Widerspruch.

Aufgabe 2

Wir benutzen die Bezeichnungen K3 = {# = (z,y, 2)|,y, 2 € K}, [] bezeichne den von Z # 0
erzeugten Untervektorraum vom K3.

(P1) Seien p,q zwei verschiedene Punkte aus P, und p = [#1],q = [£3]. Dann sind 21, 25
linear unabhingig, und damit ist dim [, #5] = 2. Damit gibt es eine Gerade g € G mit p, q € g.
g ist eindeutig, da es keinen weiteren zweidimensionalen Untervektorraum vom K? gibt, der
sowohl z7 als auch 75 enthilt.

(P2) g1, go seien verschiedene Geraden aus G. Dann sind die zugehorigen Untervektorrdume
W1, Wy, verschieden. Also ist [Wy, W] = K3 und die Dimensionsformel liefert dim W, "W, = 1.
Damit ist W; N W5 ein Punkt p, fiir den natiirlich gilt: p € g; und p € g5. p ist eindeutig, da
sonst dim Wy N Wy = 2 folgen wiirde.

(P3) Von den vier Punkten [(1,0,0)],[(0,1,0)],[(0,0,1)],[(1,1,1)] liegen keine drei auf einer
Geraden, da je drei dieser Untervektorrdume den K3 erzeugen.

Ist |K| = n, so besitzt der K? genau n® Elemente, also n* — 1 Elemente, die vom Nullvektor

verschieden sind. Jedes dieser Elemente erzeugt einen Untervektorraum der Dimension 1, der
3

aus n — 1 dieser Elemente und dem Nullvektor besteht. Also gibt es =n+n+1

n p—
Untervektorriume der Dimension 1 im K3. Da also |P| = n? +n + 1 gilt und (P, G) schon als
projektive Ebene nachgewiesen wurde, besitzt sie die Ordnung n.

Aufgabe 3
Wir definieren den Graphen (P, K) durch

K={{p,ri|lre P\ {p}}U{{e, f(@)} g€ P\{p}}.

Dann ist nach Definition von K natiirlich S, = P \ {p}. Nachbarn von ¢ # p sind stets p und
f(q), also {p, f(q)} € S,

Annahme, es gibt ein r € S; mit » # p und r # f(q). Da K (aufler Kanten der Form
{p,1}) nur Kanten der Form {l, f(I)} enthilt, mufl dann f(r) = ¢ gelten. Damit folgt aber
r= f(f(r)) = f(q), ein Widerspruch.



Aufgabe 4

Zu (P1):

Seien p,q € P,p # q. Annahme, es gibt kein ¢ € G mit p,q € ¢g. Dann ist pN g = 0.

Fiir alle g € p und h € g existiert wegen |g N h| = 1 ein eindeutiges c,, € g N h. Es ist stets
con & {p, q}. Wir zeigen nun, daB (g, h) — cg, eine injektive Abbildung von p x g nach P\ {p, ¢}
ist.

Seien dazu g,¢' € p,h,h’ € § mit ¢y = cgpr. Dann ist p € gN g’ und ¢y € g N g, wegen
lgN g'| =1 und p # ¢y also g = ¢'. Entsprechend folgt h = A’

Aus der Injektivitidt folgt nun:

pl-g <|P|—2,als0o |[P|>2+(n+1)’=n+2n+3>n"+n+1,

ein Widerspruch. Es gibt also ein g € G mit p,q € g. g ist eindeutig, denn gibe es ein h € G
mit p,q € h und g # h, so wire |[g N h| > 2, im Widerspruch zur Voraussetzung |g N h| = 1.

(P2) ist klar.

Zu (P3):
Esist |[P|=n*+n+1>7,dan>2.
Wiéhle p1, ps € P mit p; # ps. Nach (P1) gibt es ein h € G mit py, p2 € h. Wegen [p| =n+1 >3
fiir alle p € P, gibt es hy, hy € P1 \ {h} mit hy # hy und hs, hy € P \ {h} mit hs # hy.
Beh.: hq, hs, h3, hy sind paarweise verschieden.
Wiére hy = hg, so wire py,ps € hy, also |h N hy| > 2, ein Widerspruch. Entsprechend schliefit
man weiter.
Sei nun {p3} := hy N hz und {ps} := ha N hy.
Beh.: p1, p2, p3, p4 sind paarweise verschieden, und keine drei von ihnen liegen auf einer Geraden.
Wire p; = p3, so wire pi,ps € h N hs, ein Widerspruch.
Wire p; = p4, so wére py, pa € h N hy, ein Widerspruch.
Wire p3 = p4, so wére py, p3s € hy N hs, ein Widerspruch.
Wire ps = p3, so wére py, ps € h N hs, ein Widerspruch.
Wire ps = p4, so wére py, ps € h N hg, ein Widerspruch.
Die Punkte sind also parweise verschieden.
Annahme, es gibt ein g € G mit |g N {p1,... ,pa}| > 3.
Aus Symmetriegriinden sind nur folgende Fille zu betrachten:
1) pu,p2,p3€yg 2) pups,P1€Y
—> g = h und g = h;q, —> g = h; und g = hy,
also h = hy, Widerspruch. also h; = he, Widerspruch.



Losungen 8. Hausiibung

Aufgabe 1

Fiihrt man k£ neue Personen ein, die mit allen befreundet sind, so ist fiir £ = n eine Sitzordnung
moglich, da man urspriingliche und neue Personen nur abwechselnd zu setzen braucht. Also
existiert das Minimum kg aller £ derart, dafl nach Einfiihrung von k£ neuen Personen eine
gesuchte Sitzordnung moglich ist. Nach Obigem gilt 0 < kg < n.

Annahme: ky; > 0.

Dann sitzt irgendwo am Tisch eine neue Person P. Wir schreiben die Sitzordnung linear auf
in der Form

(*) APB ... A.

A’ bezeichne einen Freund von A, B’ einen Freund von B. B kann nicht A’ sein, da sonst P
iiberfliissig wire.
Annahme: In ... erscheint A'B'.
Bilde dann die Sitzordnung
A(B...A)B ... A,
und daraus durch Umkehrung der Reihenfolge in der Klammer
AA" ... BB ... A.

Dies ist dann eine zuléssige Sitzordnung mit weniger als ky neuen Personen, im Widerspruch
zur Definition von kg. Also kann in (%) nach B niemals A’ B’ vorkommen, d.h. aber, es kommt
in (%) niemals A’ B’ vor. Nach einem Freund von A kommt in (*) also stets kein Freund von
B. Damit folgt:

Anzahl der Nichtfreunde von B > Anzahl der Freunde von A —1 >
Anzahl der Freunde von B > 5+ ko

und durch Summation daraus n+kq—1 > n+2ky—1, ein Widerspruch, da kg > 0 vorausgesetzt
wurde.

Insgesamt folgt also kg = 0, es ist also eine Sitzordnung am runden Tisch moglich, bei der nur
Freunde nebeneinander sitzen.

Aufgabe 2

Es ist f;1 = 12 Der Formel fiir die geometrische Reihe oder der Multiplikation von
-z
formalen Potenzreihen entnimmt man
1

1—z¢

o0
=1+w3+fc23+w35+...:Zwks.
k=0

Aufgabe 3

1
Gesucht ist f~!(x)

:1—x+x2
1 _ 1+« 1+x 1 T

l—z+4+22 (1+2)(1—2+22) T 1428 1+m3+1+x3'
Aus Aufgabe 2 folgt

. Wir nehmen die folgende Umformung vor:

o0
=1-—22 428 —2%+.. . = E 23
k=0

1
1+ 23




Damit folgt

B 1 oo o0
f 1($) — Py — Z(_l)kx% + Z(—l)k$3k+l ’
k=0 k=0
also
fffa)y=14+z-2* —a* +2°+2" -2 — 2" +
Aufgabe 4

Gilt ¢° = f, so folgt nach der Definition der Multiplikation von formalen Potenzreihen:

Qp = Z bj1bj2 .. 'bjs .

Jitje+...+js=k

Insbesondere gilt wegen ag = by =1: sb; = ay. Fiir £ > 1 erhélt man

Sbk +p3,k(b1;b27 T )bk—l) = a -

wobei p, ;, ein Polynom in den Koeffizienten by,bs, ... ,b;_; ist. Damit lassen sich die b; suk-

o0
zessive eindeutig bestimmen, d.h. g(z) =1+ anx” ist eindeutig bestimmt.
n=1

Speziell fiir f(z) =1+2z+2®+2°+ ... und s = 2 folgt:

2b1 =1
2by + b3 =1
2b3 + 2b1b2 - 1
by +2b1bs + 02 = 1
2bs + 2b1by + 2b2bs = 1

Daraus folgt
1 3 5 35
=14 -2+ 224+ —28+ — gt 4 ...
9(x) +2a:+8:v + T + 128~ +
Mit analytischen Mitteln kann man auch wie folgt schlieflen:

Aus
1

1—=2x

F=f=l+z+a>+2*+... =

folgt g(z) = (1 — ) 2 und die binomische Reihe liefert



Loésungen 9. Hausiibung

Aufgabe 1
Die gesuchte Anzahl sei u,. Die moglichen Folgen zerfallen in zwei disjunkte Klassen.

1. Die Folgen, die an der letzten Stelle eine 1 oder 2 haben. Davon gibt es 2u,,_1 Stiick.

2. Die Folgen, die an der letzten Stelle eine 0 haben. Dieser besitzen im vorderen Teil eine
gerade gerade Anzahl von Nullen. Davon gibt es 3! — u,,_; Stiick

Daraus ergibt sich die Rekursion u,, = 2u,_1+3"'—u,_; = u,_1+3""'. Die Anfangsbedingung
ug = 0 liefert den richtigen Wert u; = 1.
Wir betrachten nun die erzeugende Funktion

u(z) = u0+golx+uQ:v2+...

= z+ Z(un_l + 3" "
n=2

= :v—i-x-u(x)—i—:v-i(%)” ::v-u(x)—f-x-i(?)x)" ,

n=1 n=0
woraus folgt . -
uz) = g —a:)g(g1 "3 " 21-3 31—z (B2
1 1 o
— 5;3”%‘"— 5n_oxn ’

1
also u, = 5(3” —1) fir n € IN.

Aufgabe 2

a) Man zeichne auf dem Kreisrand einen der 2n Punkte aus — nenne ihn K — und bestimme
von K aus einen Umlaufsinn. Dann durchlaufe man den Kreis, beginnend bei K, und notiere
bei jeder Erstberiihrung einer Sehne den Buchstaben A, bei der Zweitberiihrung den Buchsta-
ben E. Es entsteht eine Folge aus n Symbolen A und n Symbolen B, bei der an jeder Stelle
der Folge die Anzahl der bis dahin vorkommenden A grofler oder gleich der Anzahl der B
ist. Dieser Prozefl ist umkehrbar, wenn man vereinbart, dal beim Vorkommen eines E dies
der Endpunkt derjenigen Sehne ist, die beim letzten noch nicht verbrauchten A beginnt. So
entstehen nur Sehnen, die sich im Kreis nicht schneiden.

Wegen der angegebenen Bijektion ist die gesuchte Anzahl also gleich der Anzahl der so defi-
nierten Folgen der Ldnge n. Nach Stundeniibung ist die gesuchte Anzahl gerade g,11.-

b) Wir betrachten nur die Polygone, die unterhalb der Hauptdiagonalen verlaufen und ver-
doppeln anschliefilend die Anzahl. Diese Polygone miissen durch die Punkte (1,0) und (n,n—1)
verlaufen. Beide Punkte miissen durch genau n — 1 waagerechte Strecken der Linge 1 und ge-
nau n — 1 senkrechte Strecken der Lénge 1 verbunden werden. Schreibt man W fiir waagerecht
und S fiir senkrecht, so entsprechen die méglichen Polygone eineindeutig Folgen aus n—1 Sym-
bolen W und n — 1 Symbolen S, die der folgenden zusédtzlichen Bedingung geniigen miissen:
Die Anzahl der Symbole W muf} an jeder Stelle der Folge grofler oder gleich der Anzahl der
Symbole S bis zu dieser Stelle der Folge sein. (Sonst wiirde die Diagonale getroffen!) Daher
kann man wieder die Aussage der Stundeniibung anwenden, wonach die Anzahl dieser Folgen
gleich g, ist.



Aufgabe 3

Die gesuchte Anzahl sei a,,. Will man die gréfite, unten liegende Scheibe auf den mittleren Stab
legen, miissen alle dariiber liegenden Scheiben in richtiger Reihenfolge auf dem rechten Stab
liegen. Dazu sind a,,—; Umlegungen nétig. Dann legt man die groe Scheibe auf den mittleren
Ring und benétigt noch einmal a,_; Umlegungen, um danach die restlichen n — 1 Scheiben,
die ja in geordneter Form jetzt rechts liegen, auf den mittleren Stab iiber die grofite Scheibe
zu legen. Also folgt die Rekursion a, = 2a,_; + 1 fiir n > 2. Mit ap = 0 ergibt sich hieraus
a; = 1, der richtige Wert fiir a;. Wir betrachten wieder die erzeugende Funktion:

o0
a(@) = atamr+aa’+... =z+) (20, +1)a"

n=2
o0 o0
= Ji-i-QE an_lx"—i-g "
n=2 n=2

+ 20a(z) + —— — 1
= T ra\xr _— = — T
l1—=x

Daraus folgt

(z) = 1 ( 1 1) = x _ 1 " 1
=T -2z T 0-n1-22) 1-z 1-2z°
Das ergibt
a(z) = ZQ”:I:" - Zx” ,
n=0 n=0

also a, = 2" — 1 fiir n > 1.

Aufgabe 4

Der IR? sei durch n — 1 Ebenen Ey, Es, ... , E,_1, die den angegebenen Bedingungen geniigen,
in u,_; Gebiete aufgeteilt. Die n—te Ebene E, wird durch die Geraden g; := E; N E, (i =
1,...,n—1)in a,_; Flichenstiicke zerlegt. Jedes dieser ebenen Gebiete zerlegt das rdumliche
Gebiet, in dem es liegt, in zwei Bereiche. Daher folgt:

Up = Up_1+ Qp_1 flirn=1,2,... mitug=1.

Es bleibt a,_; zu bestimmen.

Aus (ii) folgt 1 = |E, N E;NE;| = |E,NE;NE,NE;| =|g:Ngj| firs,j=1,... ,n—1, i #j.
Also liegen die n — 1 Geraden in E,, so, dafl keine zwei parallel sind. Hétten drei der Geraden
einen Punkt gemeinsam, so wéire |[E, NE;NE; NE| =1firl1 <i< j<k<n-1,im
Widerspruch zu (iii). Also ist a,, ; gerade die Anzahl, die in der Vorlesung bestimmt wurde,
d.h. es ist

1, .
an_lzg(n —n+2) mitay=1.

Damit erhélt man fiir u,, die Rekursion u, = up_1+ 3n*—3n+1fiir n > 1 und ug = 1. Mittels
der erzeugenden Funktion u(x) wird jetzt u, bestimmt.

w(z) = up+wiT +usr? + ...
= 1, 1
= _ — - — 1 n
uo-l-g;(un 1+2n 2n+ )z
n_OO o 1 o0
_ -1 - o n n
— uo—i—:c;un_lx" +;2n(n 1)z +nzlsc

1 1 1
— 1 . _2 " _1
+z u(x)+2:c(1_x) +1_$




1 z? 1
A s Al

1 = 1 =
Nun ist nach Vorlesung (Ef = g (n+1)z" und ( )t = E (n ;_ 3) z". Damit folgt
n=0

Es folgt u(x) = (1
-z

1—=2
n=0

uy =1, u1 = 2 und

1
un:n-i-l-i-(n;l) :6(n3+5n+6) firn>2.

Die letzte angegebene Formel gilt damit fiir alle n € IN.



Loésungen 10. Hausiibung

Aufgabe 1

Die erzeugende Funktion fiir die Anzahl a, der Moglichkeiten, » Miinzen aus 8 Typen derart
auszuwahlen, dafl von jedem Typ mindestens 2 und héchstens 6 Miinzen vorhanden sind, ist
nach Stundeniibung (z? + z® + z* + 2° + 2%)%. Der Koeffizient von z?° ist gesucht. Wegen

(w2+x3+w4+x5+w6)8=(a:2(1+a:+x2+a:3+x4))8=w16(1+x+x2+x3+x4)8
ist der Koeffizient von 2? in (1 + z + 2? + 2 + z*)® gesucht.

_ .5
i folgt
x

Ausl+z+22+28+24 =

_ (1—(§>x5+(§>x10+...)(g<8+§—1>xi>

nach Vorlesung.

Der Koeffizient von z° ergibt sich daraus als

16 8 11
(1) (5) (1) = v1et 210 s,
Aufgabe 2

Gesucht ist die Anzahl der (a1, as, a3) mit a; € {1,2,...,9}, as,a3 € {0,1,...,9} und
a; + as + ag = n.
Wéihlt man F; = {1, 2 .,9} sowie Fy = F3 = {0,1,...,9}, und ferner gy = go = g3 = 1

so erhdlt man fiir f(z Z fiz® mit f; = Anzahl der 3—stelligen Dezimalzahlen mit der
Quersumme ¢ nach Stundenubung

f@)y=(+2>+...+2)Q+z+2*+...+2°).

Addition von 1 — 1 in der ersten Klammer fiihrt auf

flz) = (-1+1+z+22+... +2))(1+z+...+2°) = (1 ) (1 )
- S (e ()R () S
5200 2o 00)-
Daraus folgt
o = 10;_n<—1>f<(§) ("37)- () @+,

also speziell

() () ) () 0o



Aufgabe 3
Wahlt man D1 = {650} ,D2 = {b100} ,D3 = {bzoo} sowie ’U)(b50) =1 ,’UI(blO()) =2 ,’U)(bgoo) = 4

und setzt f(z) = Z fnx™, wobei

n=0
frn = Anzahl der moglichen Frankaturen mit dem Wert 50n Pf, so ist fs gesucht.
Nach Vorlesung und Stundeniibung gilt

_ 1 4 1 3 1 2
f(fr)—(l_x) (1—332) (1_$4)-
Mit
1, = (s+i—1\ ; ~=(i+s—1\
(1—30) - < 1 )33—2( s—1 )x
=0 =0
folgt nun:
I — (i +3 i 2 3 4 5 6
A= () = ) 5 )2t =1+42+102° +202° + 352" + 562° + 842° + ..
— T
i=0
I 3 — (1 +2) o 2 4 6
Bi=(;——) = ) 5 )@ =1+32% + 62" +102° + ...
=0
1 >/ .
C:=(1_x4)2 = Z(z—;1>x4’:1+2x4+...
=0
B-C = 1+322+8z%+ 1225+ ...

fle)=A-B-C = 1+4z+ 1322+ 3223 + 73z* + 1482 + 2812°% + ...
Also ist fg = 281.



Loésungen 11. Hausiibung

Aufgabe 1

Die Gruppe D,, setzt sich zusammen aus n Drehungen, die die Gruppe Z, erzeugen und n
Spiegelungen. Diese Spiegelungen sind fiir ungerades n Spiegelungen an Achsen durch einen
Punkt und die Seitenmitte der gegeniiberliegenden Seite - bestehen also stets aus einem Fix-
punkt und ”T’l Zweierzykeln. Fiir gerades n zerfallen sie in 7 Spiegelungen an Achsen durch
gegeniiberliegenden Punkten - 2 Fixpunkte und "T_z Zykeln der Lénge 2 - und in 5 Spiege-
lungen an Achsen durch die Mittelpunkte gegeniiberliegender Seiten. Diese bestehen aus %
Zweierzykeln. Mit der Formel fiir den Zykelindex von Z,, aus der Stundeniibung folgt damit:

n—1
1 n nT1T,> falls n ungerade
o, = 5 (2 wld)ei +{ iy 2'%2) n 3 :
n I 5TITy® + 55 ) falls n gerade

Fiir n = 6 folgt also:

1

. = E(x? + 4a3 + 37175 + 273 + 26)

Durch die Polyasche Einsetzung von 2 fiir z; erhilt man die Gesamtzahl der Halskettentypen
mit 6 Steinen in zwei verschiedenen Farben, also

Ip

1
IDa[iUi|2]:5(26+4-23+3-24+2-22+2-2):13'

Aufgabe 2

Man betrachte einen Zykel von 7 der Lange k. Er sei erzeugt vom Paar (a;, az). Dabei liege a,
in einem Zykel der Lange ¢ von 7 und a, in einem Zykel der Lénge j von 7.

Wegen 7((a1,as)) = (7(a1),7(a2)) gilt dann 7*(ay,a2) = (7%(a1),7%(a2)) = (a1,as), also
78(a1) = a; und 7%(as) = ay. Es folgt, da8 k das kleinste gemeinsame Vielfache von i und
J sein mus.

Ein Zykel von 7 der Linge k wird also gerade von solchen Paaren (a;,as) erzeugt, fiir die
a; in einem Zykel von 7 der Linge ¢ und as in einem Zykel von 7 der Linge j liegt, wobei
[i,j] = k gilt. Wieviele solcher Paare gibt es? Da es b; Zyklen der Linge ¢ und b; Zyklen der
Lange j in 7 gibt, existieren gerade (b; - ¢) - (b; - j) solcher Paare. Alle diese Paare erzeugen
Zykeln der Ldnge k = [i, j] und zwar gerade alle moglichen. Dabei erscheinen aber auch die
Zyklen als verschieden, in denen die Paare nur zyklisch vertauscht sind. Da der Zykel von 7
die Lange k hat, sind von den (b; - @) - (b; - j) Zyklen jeweils k = [, j] identisch. Damit gibt es
zu vorgegebenem k = [i, j| gerade

bi-i-bj-j  bibj-i-j -
k - [Z,J] —bz b] (Z’])

verschiedene Zyklen der Lange k = [4, j| (denn [4, j] - (4, 7) = ij).

Summation iiber alle [7, j] = k liefert die Formel

Pk = Z (4,7)bib; -

[6,7]=k



Wertet man diese Formel aus, so folgt unabhéngig von n:

P = b%

P2 = 2b1b2 + Qb%

ps = 2b1bs + 3b2

Pa = 2blb4 -+ 4b2b4 + 4b2
ps = 2bybs + 5b2

Fiir n = 4 starten wir mit dem Zykelindex der symmetrischen Gruppe S;. Nach Vorlesung
erhilt man

1
51 — (2] + 627z + 87123 + 375 + 624) .

Damit erzeugt man aus 7 mit gegebenem I, jeweils Permutationen 7 mit Zykelindex I+ gemaf
folgender Tabelle:

IS4 (J;la T2, T3, .’L‘4)

IT = .’L“ll I? = .’L‘l
I, = 2%, I = a8
I. = z25 Iz = 2,23
IT = .’L‘% I? = l’g
I’r = T4 I? = .’L’:ll

Der gesuchte Zykelindex lautet also

1
Ig = 24( b + 6212s + 8z123 + 325 + 627) .

Aufgabe 3

Direkte Abzdhlung:

Man setze zunédchst Person 1. Anschliefend kénnen n — 1 Personen auf (n — 1)! Arten gesetzt
werden. Also ist die gesuchte Anzahl gleich (n — 1)

Abzéhlung mit Lemma von Burnside:

Man betrachte die Menge P aller Sitzordnungen bei numerierten Plitzen. Es ist |P| = nl. Die
zyklische Gruppe Z,, induziert eine Permutationsgruppe G, die auf P operiert. Die Anzahl der
Bahnen von G ist die gesuchte Anzahl. Bezeichnet man mit f(g) die Anzahl der Fixpunkte
einer Permutation g, so gilt nach dem Lemma von Burnside

0(G) = |Zf n'+0+0+ ..+0),

geG

denn die Identitdt in G 1a8t alle Sitzordnungen fest, wihrend ein o € G mit o # id keine
Sitzordnung fest 148t, also keine Fixpunkte besitzt.
Damit folgt auch auf diese Art O(G) = (n — 1)\

Aufgabe 4

Es sei D ={1,2,...,16} die Menge der Felder des Brettes.

Einseitiges Brett:

Man mufl Bretter identifitzieren, die durch Drehung auseinander hervorgehen. 7' ist also die-
jenige Untergruppe von Sig, die von Z,4 auf D erzeugt wird.

Die Identitdt von 7" besteht aus 16 Einerzykeln. 90°- und 270° Drehungen ergeben in 7' Per-
mutationen mit 4 Zykeln der Lénge 4. Die 180° Drehung ergibt eine Permutation mit 8 Zwei-
erzykeln. Es folgt

1
Ir= Z(:{:}fj + 5+ 227) .



Die Polyasche Einsetzung liefert fiir die gesuchte Anzahl
1
Ip[z;|2] = Z(216 + 28 +2.2%) = 16456 .

Zweiseitiges Brett:
T ist die durch die Diedergruppe D, auf D induzierte Permutationsgruppe. Zuséatzlich treten
jetzt also Spiegelungen auf. Die Spiegelungen an Diagonalen des Quadrats ergeben Permuta-
tionen von D mit 4 Fixpunkten und 6 Zykeln der Lénge 2. Die Spiegelungen an Achsen durch
die Mittelpunkte gegeniiberliegender Seiten liefern Permuatutionen mit 8 Zykeln der Lénge 2.
Also gilt hier
1

Ir = é(miﬁ + 2x7a8 + 328 + 227) |

und die Polyasche Einsetzung liefert als gesuchte Anzahl

1
Ip[z;|2] = g(21“+2-24-26+3-28+2-24) =8548 .



