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Kapitel 1

Grundbegriffe, die Axiome von
Kolmogorov

1.1 Ergebnisraum und Ergebnisalgebra

Stochastik (=WTheorie + Statistik) beschiftigt sich mit Zufallsexperimenten, bei denen das Ergebnis nicht durch die

Randbedingungen des Experiments festgelegt ist.

Der Ergebnisraum (2 ist eine Menge, die die moglichen Ergebnisse des Experiments enthélt. Ereignisse werden durch

Teilmengen von £ beschrieben. o

Beispiel 1.1

(i)  (Wiirfelwurf) Q = {1,2, 3,4, 5,6}. Das Ereignis “eine gerade Zahl erscheint” ist A = {2,4, 6}.

(i) Eine Miinze wird n-mal geworfen.

Schreibt man 0 fiir “Kopf” und 1 fiir “Zahl”, so ist @ = {(¢1,... ,%n) : 3; € {0,1} Vj} = {0,1}" ein geeigneter
Ergebnisraum. Hierbei bedeutet w = (¢1,... ,in), dafl im j-ten Wurf ¢; erscheint.

(iii) Eine Probe radioaktiven Materials emittiert Partikel einer bestimmten Sorte. Z&hlt man die Emissionen in einem
bestimmten Zeitraum, so wird man auf Q = {0,1,2,...} =: No gefiihrt. Die Menge {10,11,12,...} steht fiir
“mindestens 10 Partikel”. Wartet man auf die erste Emission, so ist 2 = [0, 00) ein geeigneter Ergebnisraum.

(iv) (Rotierender Zeiger)
© = 27,0 < z < 1 sei der Winkel bei Stillstand. Q@ = [0,1). Das Ereignis “Zeigerstop im oberen, rechten
Quaranten” wird durch (0, i) bzw., bei Einschluf§ der Rénder, durch [0, %] beschrieben.

Ein Ereignis A mit exakt einem Element, also A = {w} mit einem w € 2, nennt man Elementarereignis.

Kombinationen von Ereignissen kénnen durch mengenalgebraische/-theoretische Operationen beschrieben werden:
ANB: Aund B treten beide ein.

AUB : Aoder B (oder beide) treten ein.
A, A° : A tritt nicht ein.
Beim Wiirfelwurf: Es erscheint keine gerade Zahl wird beschrieben durch {2,4,6}° = {1, 3,5}

Beispiel 1.2 (Kombination von mehr als zwei Ereignissen)
(i)  “Genau eines der Ereignisse A, B, C tritt ein”: ANB°NC° + A°NBNC° + A°NB°NC
(A + B steht fir AU B, wenn AN B =)

(i) Es sei A;, Az, As,... eine Folge von Ereignissen. Dann wird das Ereignis “unendlich viele der A; treten ein”

(o] o]
représentiert durch (| |J Am (=:limsup Ay, der limes superior der Mengenfolge)
n=1m=n n—roo

(o]
Klar: |J Ap steht fir “mindestens eines der Ereignisse mit Index > n tritt ein”, und es gibt

welimgupAn < VneNIm>n: we i, < #{neN: we A} =oc0.

n—oo

Die Menge der Ereignisse in einem Zufallsexperiment bilden ein Mengensystem 2 (C P(£2), Potenzmenge von Q).

Bei endlichen oder abzihlbar unendlichen Ergebnisriumen koénnen wir problemlos 2 = P(f2) voraussetzen, bei
iiberabzihlbarem Q geht dies in vielen wichtigen Fillen nicht (wird spéter prézisiert.)

Die obigen Forderungen fiihren auf gewisse Mindestvoraussetzungen an 2 und damit zu folgender Definition:

Definition 1.3 : 2% C P(Q) mit Q # 0 heifit eine o-Algebra (iiber Q), wenn gilt:
Q) Qe
(i) Aed = Aeq
(111) A1,A2,...€2( = UAnEQL

n=1
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1.2 Wahrscheinlichkeit

Was ist “Wahrscheinlichkeit”? Strenggenommen keine mathematischen Frage.

Als “mathematischer Gegenstand” ist W. eine Funktion, die Ereignissen Zahlen zwischen 0 und 1 zuordnet und dabei
gewissen “Axiomen” geniigt; diese werden durch den “umgangssprachlichen” WBegriff motiviert.

Zur Erliuterung betrachten wir die Aussage “das Ereignis A hat die W. p” (z.B. “beim Wurf eines fairen Wiirfels

erscheint mit W. 1 eine gerade Zahl.”)

Interpretation:

(a) Die Haufigkeitsauffassung (Frequentisten)
Es sei N, (A) die Haufigkeit des Auftretens von A bei n Wiederholungen des Zufallsexperiments; 1 N, (A) ist die
relative Hiufigkeit von A. Bei grolem n wird man erwarten, daf die relative Hiufigkeit von A in der Nihe von p
liegt.

(b) Die Glaubensausfassung (Subjektivisten)
Der Wert p gibt auf einer Skala von 0 bis 1 die “Stirke meines Glaubens” an das Eintreten von A wieder. Dies
kann {iber Wetten formalisiert werden und ist im Gegensatz zu (a) auch bei nicht wiederholbaren Experimenten
anwendbar.

Fiir relative Haufigkeiten gelten die Regeln:

(i) ZNa(2)=1

(i) 3 Nn(4)>0

(iii) +Nnp(A1 +...+ Ag) = ZNu(A1) + ... + = Nn(Ag) fiir paarweise disjunkte Ai,..., Ay € A

n

Hier nun unser mathematisches Modell fiir Zufallsexperimente:

Definition 1.4 (Die Axiome von Kolmogorov)
Ein WRaum ist ein Tripel (2,2, P), bestehend aus einer nichtleeren Menge Q (dem Ergebnisraum), einer o-Algebra 2
iiber 2 (dem Ereignissystem) und einer Abbildung P : A — R mit

(i) P@)=1

(i) P(A)>0 VAe A

(iii) P(> As) = > P(Ai) fiir alle paarweise disjunkten Ai, As,... €A

=1 =1
Eine Abbildung mit diesen Eigenschaften heifit WMa8.
Eigenschaft (iii) nennt man o — Additivit&t.

Beispiel 1.5

(i)  Ist Q eine endliche Menge (# @), so wird durch P(A) := ##—é VA C Q ein WMaB auf (2, P(2)) definiert. Man nennt
(2,2, P) mit 2l = P(Q) das Laplace — Experiment iiber Q. Diese werden hiufig durch Symmetrieiiberlegungen
nahegelegt, wie in Beispiel 1.1 (i),(ii). Beim Wurf eines fairen (symmetrischen) Wiirfels ergibt sich damit als
Wabhrscheinlichkeit dafiir, daf} eine gerade Zahl geworfen wird P(A) = % = 1 (Anzahl der “giinstigen”
Fille dividiert durch die Anzahl der “mgglichen” Fille).

(ii) Ein Experiment, das deterministisch ist in dem Sinne, daf} nur ein Ereignis wo moglich ist, kann als degeneriertes
Zufallsexperiment (2,2, d.,) betrachtet werden. Hierbei ist €2 irgendeine Menge, die wo enthilt, A eine o-Algebra

l,wo€A

0 , Wo g A

(man macht sich leicht klar, daf§

iber Q und d,, das Dirac— oder Einpunktmaf in wo: du,(A4) = {

dwo in der Tat ein WMaS ist.)
Einige erste Folgerungen aus den Axiomen:

Satz 1.6 : Es sei (Q,, P) ein WRaum. Dann gilt:
(i) P@® =0, P(A)<1 VAe
(ii) P(A°)=1-—P(A) VAed
(iii) (endliche Additivitit) P(A1U...UAg) = P(A1)+
(iv) (Monotonie) A,Be€ A, AC B — P(A) < P(B).
v) (Boole’sche Ungleichung) P(A; U...U Ag) < P(A1) + ... + P(Ay) fiir alle (nicht notwendig disjunkten)

..+ P(Ay) fiir alle paarweise disjunkten Aj,... , Ay € A

(
A1, AR e
(vi) P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(AN B)
(vii) (Formel von (Sylvester-) Poincaré, Siebformel, Einschlufi-Ausschluf3-Formel)

P(A1U...UA) = T (=D)*E-1P( N A))
HC{l,...,k} i€H
H#0Q

Beweis: ) € A wegen (i) Qe
(ii) Aed = A°e
(iii) 0 = Q°
Die Nachweise, daB die iibrigen beteiligten Mengen in 2 liegen, ist eine Ubungsaufgabe.
(i) Verwendet man die o-Additivitit von P mit A; = A2 = As = ... =0, so folgt P(0) = P(0) + P(0) +...
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= P(0)=0
P(A) <1 folgt aus P(2) =1 und der Monotonie (iv)
(iii) Setze Ag+1 = Agt2 = ... =0, verwende die o-Additivitit und P(0) = 0.

(i) AUA®°=Q, AN A° = 0, verwende nun (iii)
1=P(Q) =P(A+ A°)=P(A)+ P(A°)
(iv) Es gilt B= A+ BN A° also P(B) = P(A)+ P(BN A°) > P(A),da P(BNA°) >0
(v) Im Falle k£ = 2 folgt die Aussage aus (vi) und P(AN B) > 0.
Angenommen, die Aussage ist fiir £ > 2 richtig. Dann folgt:
P(A1 U...UAg UAk+1) < P(A1 U... UAk) +P(Ak+1) < P(Al) + ... —|—P(Ak) + P(Ak+1)
ein Ereignis
(vij A=ANB + ANB° P(A)=P(ANB)+ P(ANB°)
AUB=B + ANB° = P(AUB)=P(B)+ P(ANB°) = P(B) + P(A) — P(ANB).
(vii) Im Fall £ = 2 erhilt man (v).

Induktionsschritt: Ubungsaufgabe. -

Einfache Anwendung: Mit welcher Wahrscheinlichkeit erscheinen beim n-fachen Wurf einer (fairen) Miinze beide Seiten
mindestens ein Mal?

Wir haben ein Laplace-Experiment iiber Q = {0,1}"

Bezeichnet A das interessante Ereignis, so gilt A° = {(0,0,...,0),(1,1,...,1)}, also
P(A)=1-PA°)=1-24 =1-Z =1- 31

Warum o-Additivitat?

Warum nicht nur endliche Additivit&ts?

Warum nicht sogar “Hyper-Additivitat” (P (Z Ai) = E P(A;) fiur bel. I)?

zu “endl. Additivitdt”: Man erhilt kelne schone ( ) Theorie (Mehrdeutigkeiten)
zu “hyp. Additivitdt”: zu stark (im Zeigerexperiment wiirde man P(2) = 0 erhalten)
zu “o-Additivitdt”: kann als Stetigkeitseigenschaft aufgefafit werden.

Satz 1.7 (“WMaBe sind stetig von unten”):
Es sei Q # 0, 2A eine o-Algebra auf Q und P : 2 — R eine Abbildung mit den Eigenschaften
i) PEH)=10
(ii) P(A)>0 VAe
(ili) P(A1+ ...+ An) = P(A1)+...+ P(A,) fir alle paarweise disjunkten A;,... A, € A undn € N.
(Induktion zeigt, daf8 dies dquivalent zu P(AU B) = P(A) + P(B) VA,B € 2 mit AN B = 0 ist).
Dann sind dquivalent:
(a) P ist ein WMaf (also o-additiv)
(b) P ist stetig von unten, d.h. fiir jede Folge A1, As, ... € 2, die isoton ist im Sinne von A, C Ap41 Vm €N,

gilt: lim P(A4,) = P(U An).
n—oo n=1

Beweis: (a)==(b) Sei (An)nen eine isotone Folge von Ereignissen.
Es sei By := Ay By, := A N A5_; (Vn > 1). Klar: B, € 2 Vn, paarweise disjunkt Bi+...+ By = A,.
Also: P( U A,) = P(E B,)=' 3. P(B,) = lim Y. P(B,)=? 11m P( E B,,) = lim P(A,)
:o- Addlthlta’c
: endliche Additivitat.
(b):>(a) Wir verwenden die umgekehrte Konstruktion:
n oQ
Ist (An)nen eine disjunkte Mengenfolge in 2 und setzt man B, = > Am, so gilt B, 1T > Am,

m=1 m=1
(Z Ap) = (U B,) =3 lim P(B,) = 11m P(E Ay =* 1i_1>n > P(AR) =, P(A,)
=1 N0 =1 n=1
3, Stetlgkelt von unten

4. endliche Additivitit.
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Kapitel 2

Bedingte Wahrscheinlichkeiten und
Unabhiangigkeit

Es seien A, B Ereignisse in einem Zufallsexperiment, das durch einen WRaum (2,2, P) beschrieben wird. Was ist die
Wahrscheinlichkeit von B unter der Bedingung, dafl A eintritt? Bei n Wiederholungen tritt A Ny, (A)-mal ein, unter
diesen ist N, (A N B) die (absolute) Haufigkeit von B. Fiir die relative H&ufigkeit von B unter den Experimenten, die
N,n(ANB) _ 1N.(ANB)

Nn.(4) = 1nN,(4)

Definition 2.1
Es sei A ein Ereignis mit P(A) > 0. Die bedingte Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses B unter A wird definiert durch

P(B|A) = 552
Man sieht leicht, da8 B — P(B|A) ein WMa8 ist. Der WRaum (Q,%, P(-|A)) représentiert das gegeniiber (2,4, P)

dahingehend verénderte Experiment, daf§ das Eintreten von A bekannt ist.

Satz 2.2
(i)  Die Multiplikationsregel
Es seien Ai,..., Ay Ereignisse mit P(A;1 N...N A,) > 0. Dann gilt:
P(A1 n... ﬂAn) = P(Al) . P(A2|A1) . P(A3|A1 ﬂA2) DI P(AnlAl n... ﬂAnfl).
(i) Das Gesetz von der totalen Wahrscheinlichkeit
Es sei Aj,..., Ay eine Ereignispartition von Q, d.h. Ay,... A, € A, U 4 = Q, A;NA; =0 fiir i # .
i=1

n
Dann gilt fiir alle B € 2: P(B) = >_ P(B|Ai)P(Ai). (Wir lassen hierbei P(A4;) =0 zu und setzen dann

=1
P(B|A;)P(A;) =0).
(iii) Die Formel von Bayes

Es seien Ay, ..., An, B wie in (i) und P(B) > 0. P(4;|B) = 2P (B4
X, P(BIAL)P(4r)

A liefern, gilt:

Beweis: Verwende bei (ii) B = Y BN A; und die Additivitit von P.

i=1
Alles andere folgt unmittelbar aus den Definitionen. a

Beispiel 2.3
Ein bestimmter medizinischer Test ist zu 95% effektiv beim Erkennen einer bestimmten Krankheit, liefert allerdings bei
1% der gesunden Personen einen “falschen Alarm”. Angenommen, 0.5% der Bevilkerung leiden unter dieser Krankheit
- mit welcher Wahrscheinlichkeit hat jemand die Krankheit, wenn der Test dies behauptet?

Sei A : die getestete Person hat die Krankheit.

B : der Test zeigt das Vorliegen der Krankheit an.

Ubersetzung der Annahmen:

P(A) =0.005, P(B|A) =0.95, P(B|A®) =0.01

Bayes: P(A|B) = p(B|A)§((f)|f;f313([?c)P(Ac) = 0495-0400053-%.06;)-0(51—0.005) ~0.323

Beachte: Die Ubersetzung von % -Zahlen in Wahrscheinlichkeiten liegt bestimmten Annahmen iiber die Auswahl

der Testpersonen, etc. zugrunde.
Beispiel 2.3 zeigt auch, daf} es nicht immer nétig bzw. sinnvoll ist, (2,2, P) explizit anzugeben.

Kernbegriff der Stochastik: Unabhéngigkeit
intuitiv: B ist von A unabhéngig, wenn die Information, dafl A eingetreten ist, die Wahrscheinlichkeit von B nicht
verdndert. Fiithrt auf die Bedingung: P(B|A) = P(B), besser:

5
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Definition 2.4
Zwei Ereignisse A und B heiflen stochastisch unabhéingig, wenn gilt: P(A N B) = P(A) - P(B).

Bei mehr als zwei Ereignissen:
Definition 2.5
Eine Familie {A; : ¢ € I} von Ereignissen heifit paarweise unabhéingig, wenn P(A; N Aj) = P(A;)P(A;)Vi,j €I, i #j
gilt, sie heiflen unabhiingig, wenn fiir jede endliche Teilmenge H von I P( () Ai) = [[ P(A4) gilt.
i€EH i€H

Beispiel 2.6 (paarweise unabhingigig % unabhingig)
Eine faire Miinze wird zweimal geworfen (— Beispiel 1.1.(i)).
Laplace-Experiment Q = {(0,0), (0,1),(1,0),(1,1)}
Es seien  A; := {(0,0),(0,1)} “Kopfim 1. Wurf”
A» :={(0,0),(1,0)} “Kopf im 2. Wurf”
As :={(0,1),(1,0)} “Resultate verschieden”
Man sieht leicht ( Die Durchschnitte sind jeweils einelementig):

P(A1ﬂA2) = % = % . % =P(A1)P(A2)
P(A1ﬂA3) = % = % . % :P(A1)P(A3)
P(AzﬂAs): % _%- % =P(A2)P(A3)

Also {Ai, Ay, A3} ist paarweise unabhingig.
Es gilt P(A1NA2NA3)=0+# 113 =P(A1)- P(Az) - P(As), die Familie ist also nicht unabhfngig.
Beispiel 2.7

Typische Fragestellung der angewandten WRechnung: Funktionieren von Netzwerken. Wir betrachten einen einfachen
Fall: Ein System bestehend aus 5 wie folgt angeordneten Komponenten:

)

4@7
- —— L.,
@—

O,

Wir nehmen an, dafl die Komponenten unabhingig voneinander mit W. p funktionieren. Das Gesamtsystem funktioniert,
wenn es einen Pfad funktionierender Komponenten vom Eingang zum Ausgang gibt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
funktioniert das gesamte System?

Sei A; das Ereignis, dafl Komponente i funktioniert.

B das interessierende Ereignis.

Es gilt B = B; U B2 mit By = A4 N As (unterer Pfad passierbar) und B2 = A; N (A2 U As) (oberer Pfad ok)
Mit Hilfe der Unabhéngigkeit und der Formel P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AnN B) folgt:

P(B1) = P(A4) - P(45) = p*

P(Bz) =P(A1 NAs U A; ﬂAg) =P(A1 ﬂA2)+P(A1 ﬂAs) —P(A1 ﬂAzﬂAs) = 2p2 —p3

P(B1ﬂBz) ZP(A40A5ﬂA1ﬂA2)+P(A4ﬂA5r]A1ﬂA3)—P(A1ﬂAzﬂAsﬂA4ﬂA5) =2p4—p5,

also insgesamt: P(B) = P(Bi1) + P(B2) — P(B1 N B2) = p*(3 — p — 2p° + p°).

Beispiel 2.8
Bei einer Game-Show befindet sich hinter einer von drei Tiiren ein Auto. Kandidat wéhlt eine Tiir, Quizmaster 6ffnet
eine der beiden iibrigen bzw. die iibrige Tiir, hinter der kein Auto steht. Sollte der Kandidat wechseln?

Wir numerieren die Tiiren mit 1,2,3, wobei Tiir 1 die urspriinglich vom Kandidaten gew&hlte bezeichnet.
Sei A;: Auto hinter Tiir ¢
B;:  Quizmaster wahlt Tiir ¢
C:  Auto steht weder hinter der urspriinglich gewihlten noch der Quizmaster-Tiir.
kla.r: C:AzﬂBg+A3nBz
P(C)=P(A2N Bs) + P(As N Bs) = P(Bs|A2)P(A2) + P(B3|As)P(As).
Aus der Problemstellung geht hervor: P(Bs|Az2) = P(Bz|As) =1, P(4;) = % (:=1,2,3), also P(C) = %



Kapitel 3

Laplace-Experimente

3.1 Allgemeines

Ist Q eine endliche, nichtleere Menge, so beschreibt (2,2, P) mit A = P(Q), P(A) = i—g VA C Q das Laplace-
Experiment iiber Q. Es gibt nur endlich viele, mégliche Elementarereignisse, und diese haben alle dieselbe W. (Wir
schreiben gelegentlich P(w) anstelle P({w}).)

Zufallsexperimente dieser Art tauchen auf:

e beim Werfen eines symmetrischen Gegenstandes (Miinze, Wiirfel, ... : symmetrisch heifit, daf alle Seiten mit
derselben W. oben landen)

e beim Mischen von Karten, allgemeiner: bei zufilligen Reihenfolgen (gut gemischt bzw. zufillige Reihenfolge heifit:
alle méglichen Anordnungen haben dieselbe Wahrscheinlichkeit.)

e beim Entnehmen einer (zufilligen) Stichprobe aus einer (endlichen) Grundgesamtheit (zuféllige Entnahme einer
Stichprobe vom Umfang k aus einer Grundgesamtheit M von n Gegenstinden/Personen o.4. heifit: alle Teilmen-
gen von M mit Umfang k haben dieselbe W.)

Wir betrachten nun “Kopplungen” von solchen Experimenten: Sind (Q;,2l;, P;), 1 < ¢ < n, Laplace-Experimente, so
konnen wir das Ausfiihren aller dieser Zufallsexperimente als ein neues Zufallsexperiment betrachten.

Geeigneter Ereignisraum: ) := X Q=01 x...x Q= {w = (w1,... ,wn) :w; € fiir i =1,...,n}. Dies ist wieder
i=1

eine endliche Menge, also sei 2 := P(Q).
Wie sieht ein geeignetes WMaf} aus? Wenn die Experimente unabh#ngig voneinander ausgefithrt werden, dann sollten
fir alle w = (w1,... ,wn) € Q die Ereignisse Ai,...,An, A; : im i-ten Teilexperiment erscheint w;, im Sinne von §2
unabhéngig sein, und natiirlich sollte P(A4;) = P;({w;}) gelten.
Mit A; = Q1 X ... X Qi1 X {w;} X Qiy1 X ... x Q, folgt nun

n n

P(w}) = P() 4) = TT P(49) = [T P({wi)) = [T 7 = 7o

Da dies nicht von w abhiingt, erhalten wird P(A) = % VA C Q, d.h. die unabhiingige Kopplung (auch das Produkt
genannt) der Laplace-Experimente ist wieder ein Laplace-Experiment. Bei dieser Konstruktion sind Ereignisse, die sich
auf verschiedene Teilexperimente beziehen stochastisch unabhingig im Sinne von Def. 2.5.

Beispiel 3.1 Zwei Miinzen werden (gleichzeitig) geworfen. Als Modell wiirde ein Laplace-Experiment iiber
Q = {wo, w1, w2} mit:
wo beide Miinzen zeigen “Kopf”
w1 beide Miinzen zeigen “Zahl”
wz  Ergebnisse verschieden
auf P(Ergebnisse verschieden) = % fiihren.
Das widerspricht der Einfiithrung! Das “korrekte” Modell ist das Laplace-Experiment iiber {0,1}?, dies fithrt auf
1

P(Ergebnisse verschieden) = 3.

Wichtig: Bestimmung des korrekten Modells hingt von der “Auflenwelt” ab, ist kein rein mathematisches Problem.
Miinzen sind “unterscheidbar”, im Gegensatz zu manchen Objekten der Elementarteilchenphysik.

3.2 Etwas Kombinatorik

AxB={(a,b):a€ Abe B}, AF=Ax...x A.
N’

k—mal
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Zwei elementare Grundregeln:
Regel 1: Jp: A — B bijektiv = #A = #B
Regel 2:  Ist fiir jedes x € A B, eine Menge mit n Elementen (insbesondere: alle B, haben dieselbe Anzahl
an Elementen), so gilt:#{(z,y) :z € A,y € By} =n - #A.
Spezialfall: #(A x B) = #A - #B.

Wir schreiben abkiirzend M,, = {1,...,n}
Regel 2 liefert #M,* = #{(i1,... ,ix) : 1 <i; <nVj} =nF
Die Elemente von M,* werden auch k-Permutationen von M,, mit Wiederholungen genannt.

Interpretationen:
(i) Einer Menge von n Elementen kann man n* Stichproben vom Umfang k mit Zuriicklegen bei Beriicksichtigung der
Reihenfolge des Ziehens entnehmen. Das Element (41, . . . ,4;) von M,* steht hierbei fiir die Stichprobe, bei der im I-ten

Zug das Element mit der Nummer ¢; erscheint.
(ii) Es gibt n* Mdoglichkeiten, k verschiedene Objekte auf n mogliche Plitze zu verteilen, wieder bei Beriicksichtigung
der Reihenfolge. Hierbei steht (i1,... ,4;) € M,” fiir die Verteilung, bei der im I-ten Schritt das Objekt mit der Nummer
! auf den Platz mit der Nummer i; gelegt wird.

Satz 3.2 Fir 1 <k <ngilt: #{(i1,... ,ix) € M,)* 1 it #4; fiir | # j} = 2%
Beweis: Wende Regel 2 an: es gibt n Mdglichkeiten fiir ;.
Bei gegebenem i; bleiben n — 1 Méglichkeiten fiir 5.
Bei gegebenen 11,42 bleiben n — 2 Moglichkeiten fiir is, etc.
Die gesuchte Anzahlist alson:-(n—1)-(n—2)-...-(n—k+1). O

Wichtiger Spezialfall mit & = n: es gibt genau n! Permutationen einer Menge mit n Elementen. Die Elemente der Menge
aus Satz 3.2 werden auch k-Permutationen von M, ohne Wiederholung genannt.

Interpretation:

(i) Einer Menge von n Elementen kann man (nﬁ—'k), verschiedene Stichproben vom Umfang k ohne Zuriicklegen bei
Beriicksichtigung der Reihenfolge entnehmen.

(ii) Es gibt (nf—'k), verschiedene Maoglichkeiten, k& Objekte auf n Plédtze so zu verteilen, dafl keine Mehrfachbesetzungen
vorkommen.

Satz 3.3 Fir 1 <k <ngilt: #{(i1,... ,i) € M," i1 <da <... <ix} = (}).
Beweis: Zu jedem Element dieser Menge gehéren genau k! Elemente der Menge aus Satz 3.2, namlich alle die k-Tupel,
die durch Permutationen der Koordinaten aus dem geordneten Tupel hervorgehen. O

Die Elemente der Menge aus Satz 3.3 werden auch k-Kombinationen von M, ohne Wiederholung genannt.

Wichtige Anwendung: Eine Menge mit n Elementen hat (}) Teilmengen mit (genau) k Elementen.

Interpretation:

(i) (}) Méglichkeiten fiir Stichproben vom Umfang k ohne Zuriicklegen ohne Berticksichtigung der Reihenfolge.

(ii) () Mbglichkeiten, k& Objekte ohne Mehrfachbesetzung auf n Plétze ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge zu ver-
teilen.

Satz 3.4 Es gibt #{(é1,...,ix) € M,)* 141 < ... <ix} = ("'H,:_l) k-Kombinationen mit Wiederholungen.
Beweis: Wir definieren eine bijektive Abbildung

Al i) eMF i< <ik} — {(in, ., 0) € MR i <L <k}
g o((i1, - yix)) =  (dn,02+ Lis+2,...,ix+k—1)
Verwende nun Regel 1 in Satz 3.3. O
Interpretation:

(i) Einer Menge von n Elementen kann man ("+I,:_1) verschiedene Stichproben vom Umfang k entnehmen, wenn zurtick-
gelegt wird und die Ziehungsreihenfolge nicht beriicksichtigt wird.
(ii) Es gibt ("*:71) Moglichkeiten, £ Objekte mit moglicher Mehrfachbesetzung auf n Plitze zu verteilen, wenn die

Verteilungsreihenfolge nicht beriicksichtigt wird.
Anwendung: Es gibt ("7 7)
schreiben.

Moglichkeiten, eine natiirliche Zahl k als Summe von n nichtnegativen, ganzen Zahlen zu

3.3 Losung einiger typischer Probleme

3.3.1 Paradox von de Méré

(i)  Ein Wiirfel wird 4mal geworfen, sei A das Ereignis, dafl mindestens eine 6 erscheint.
(it) Zwei Wiirfel werden 24mal geworfen, sei B das Ereignis, daf§ mindestens eine Doppel-6 erscheint.

Da in (i) das Einzelereignis ein Sechstel der W. hat, und in (ii) das Sechsfache an Wiederholungen ausgefiihrt
wird, wurde vermutet, dafl A und B dieselbe W. haben.
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(i)  Sei A; das Ereignis, daf§ im i-ten Wurf 6 erscheint.
Aj, ..., As sind unabhingig und haben W. é, also:
P(A)=1-P(A°)=1-P(A5N...NA3) =1—P(A4S5)-...- P(A3)
=1—(1—P(A1))(1— P(A2))(1 — P(As))(1— P(A4))=1—(1—3)* =~ 0.518...
(it) Sei B; das Ereignis, daf im i-ten Wurf das Paar (6,6) erscheint. By, ... , Bas sind unabhiingig und haben Wahr-
scheinlichkeit 3—16:
P(B)=1-P(B°)=1-P(BiN...NB5y)=1—(1—%)*~0491...

3.3.2 Geburtstagsproblem

In einem Raum befinden sich n Personen. Mit welchen W. haben mindestens 2 der Personen am gleichen Tag Geburtstag?
(n < 365)

Vereinfachung der Annahme: der 29. Februar wird vernachléssigt, ebenso Zwillinge, etc., saisonale Schwankungen in der
Geburtenrate bleiben unbeachtet. Dann ist ein Laplace-Experiment iiber  := {(¢1,... ,n) : 1 < 41,...,in < 365} =
{1,...,365}" plausibel, wobei i; = k bedeutet, dafl Person j am Tag k Geburtstag hat.
A:={(i1,... ,in) €Q: 3 # j mit 4 =4;}.
Man hat A° = {(i1,-..1n) € Q: 4 # ¢; fiir [ # j}. Mit den Formeln aus §3.2 folgt also
365!
P(A)=1-P(A°) =1- £4° =1 Bl
Dies ist eine in n (streng) steigende Folge: ab n = 23 gilt P(A) > 0.5, bei n = 50 gilt P(A) = 0.97...

3.3.3 Bridge

Beim Kartenspiel Bridge werden 52 Karten an 4 Spieler (Norden, Siiden, Osten, Westen) verteilt. Wir wollen die W.
der Ereignisse

e A einer der Spieler erhilt alle 4 Asse

e B jeder der Spieler erhilt ein As
bestimmen.

Das Mischen der Karten liefert eine zufillige Reihenfolge.
Q= {(wi,.--,ws2) € {1,...,52}°% : w; # wj fiir i # j}, also Menge der Permutationen von {1,...,52}. Hierbei
werden die Karten mit 1, ,02 durchnumeriert und wy = j bedeutet, daf} die k-te Karte im Stapel die Nummer j hat.
Alle Elementarereignisse haben dieselbe Wahrscheinlichkeit 52, (Def. von “gut gemischt”)
Die Ereignisse héngen nicht von der Reihenfolge ab, mit der die Karten bei den Spielern ankommen; man kann also mit
Q = {(D1,D2,D3,Dy4) : D; C {1,...,52} Vi,#D; = 13, disjunkt} arbeiten. Hierbei ist D; die Menge der Karten fiir
Spieler i. Die Austeilreihenfolge definiert eine Abbildung von Q' in , die jeweils (13!)* Elemente von Q' auf genau 1
Element von Q) abbildet (alle 13! Permutationen der an Spieler 1 ausgegebenen Karten liefern dieselbe Menge D1, etc.)
Betrachten wir also als Resultat des Zufallsexperiments das Vierertupel der “Hénde”, so liegt noch stets ein Laplace-
Experiment vor (es werden jeweils gleichviele Elemente von €)' zu einem Element von () zusammengefait). Hieraus folgt
auch: )

#Q = & = mmasm
Alternatives Argument: D; ist eine Teilmenge vom Umfang 13 einer Menge mit 52 Elementen. Es gibt also ( ) Moglich-
keiten fiir D;. D ist eine Teilmenge vom Umfang 13 von {1,...,52} \ D1, die 52-13=39 Elemente hat. Ist also Di
festgelegt, so bleiben (33) Moglichkeiten fiir D,. Fiir D3 bleiben (fg) Maglichkeiten, Spieler 4 erhalt den Rest ((}3) =1
Moglichkeit).

Anwendung von Regel 2 aus §3.1 fiihrt auf:

#0 = (33) (1) (5) (i) = mrosiismm

Sei nun A; das Ereignis, daf§ Spieler ¢ alle vier Asse erhilt (mit den Zahlen 1, ... ,4).
A1 ={(D1,D2,D3,D4) € Q: D1 D {1,2,3,4}}
Fiir D := D1 N{1,2,3,4}° bleiben (¥’) Moglichkeiten (9 Karten aus der Menge der 48 “Nicht—Asse”). Die Anzahl der
48 (3 6
Maglichkeiten fiir D2, D3, D4 bleiben unverdndert, also gilt: P(A:) = #Al ESZ;E}% Ezs = 112111

Dieselben Argumente funktionieren bei A2, As, A4 und liefern dasselbe Ergebms also gilt:
P(A)=P(A1)+...+ P(As) =4P(A:) = 0.01056 ...

Behandlung von B ganz analog, abgekiirzt:
Es gibt 4! Moglichkeiten, die Asse so an die Spieler zu verteilen, dafl jeder genau ein As erhilt. Sind die Asse verteilt,

so bleiben (‘112) (?g) (f;) (3) = (1428,')4 Mboglichkeiten fiir die iibrigen Karten. Damit ist
|_48!

41 =2
P(B)=#B = “20F _ _au1s® _ o g 9055

Q 52.51.50-49
# (1314
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3.3.4 Der zerstreute Postbote

Ein Postbote verteilt n Briefe “zufillig” auf n Briefkdsten (einer pro Kasten); Wir nehmen an, da§ zu jeder der n
Adressen genau einer der n Briefe gehtrt. Wieviele Personen erhalten den fiir sie bestimmten Brief?

Wir numerieren Briefe und Briefkisten so, dafl Brief ¢ in Kasten 7 gehért, 1 < ¢ < n. Die moglichen Austeilun-
gen entsprechen dann den Permutationen von {1,...,n}, “zufillig” soll heiflen, daf§ ein Laplace-Experiment iiber
Qpn = {(w1,... ,wn) € {1,...n}" : w; # wj fiir ¢ # j} vorliegt. Sei zunédchst A, = {w € Qn 1w #iVi=1,...,n}, die
Menge der fixpunktefreien Permutationen, Bn; = {w € Qn twi =1}, 1 <i< n.

Offensichtlich gilt A,° = |J Bhni, also folgt nach Poincaré:

=1

Po(An) =1-P, (U Bri) =1- E( 1)#7 7 Pa( N Bni)

JC{l,...,n} ies
J#0
Es gilt: (| Bpi ={w € Qn :w; =i Vi € J}

ieJ
Fiir ein w aus diesem Durchschnitt sind #J Positionen festgeleht; die {ibrigen n — #J Positionen kénnen beliebig per-
mutiert werden, also: # () Bni = (n — #J)!
i€J
Es gibt (};) Teilmengen J mit k Elementen, also:

Pu(dn) = 1= S(-)#HESE 21 - 53 () (DRGS0 35 (<14 = 3 (<14

k=1

JC{L,...n}
J#0
Aus Analysis ist Z “Z— = e” bekannt, also folgt: fiir grofles n ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal kein Brief beim

richtigen Empfanger landet, ungefihr e~ & 0.3679....

Wie haben hier ein erstes Limesresultat Da hier eine alternierende Reihe vorliegt, kann man sogar eine Fehlerabschétz-
ung angeben: |Pn(An) —e 1| < (n+1),
Gleichzeitig haben wir eine Aussage bewiesen, die nicht auf W. Bezug nimmt: Die Anzahl der fixpunktefreien Permu-
tationen einer Menge von n Elementen ist n! > (_k—l,)k
k=0
Sei nun X, : @ — Ny, Xy, (w) := #{i : w; = i} die Anzahl der Fixpunkte von Q (im Anwendungsbeispiel: die Anzahl
der Briefe, die beim richtigen Empfénger landen.)
=1 1€ J

E Cc .. =k :w; L) .

sgilt: Xp(w)=k<= I JCA{1,...,n}, #J kw{#l L igy
Die Anzahl aller w € Q,, mit X,,(w) = k ist also das Produkt aus der Anzahl der Moglichkeiten fiir J und der Anzahl
der fixpunktefreien Permutationen der Menge {1 ..yn}\J (Regel 2).

n—k
P, (X =k)= #{“’GQ;Q‘:(N) =k} _ nl'( )( k)! E =y? 1)J — 1 Z:O (Jll)] . %e_l Vk € No
j=



Kapitel 4

Diskrete WRAume und Zufallsgroflen

4.1 Allgemeines

Wir nennen (2,2, P) einen diskreten WRaum, wenn 2 eine endliche oder abzihlbar unendliche Menge ist (und
A := P() gilt). Aufgrund der o-Additivitét ist P dann durch die zug. WMassenfunktion p, p: Q@ = R, p(w) = P({w})
eindeutig festgelegt: P(4) = Y p(w) VA € .

wEA

Verallgemeinerte Laplace-Experimente (p(w) = ﬁ)
Wie bei Laplace-Experimenten lassen sich Produkte von (endlich vielen) diskreten WR&umen bilden, diese ergeben
wieder diskrete WR&ume.

Im Beispiel 3.1 erhalten wir Ereignisse mit unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten durch Zusammenfassen von unter-
schiedlich vielen Ergebnissen bei einem Laplace-Experiment.

Definition 4.1 Es sei (Q,%, P) ein diskreter WRaum und $ eine nichtleere Menge. Dann heifit eine Abbildung
X :Q — S eine (S-wertige) diskrete Zufallsgrofie, Zufallsvariable (ZV) bei S = R, Zufallsvektor bei S = R* (k& > 1).

Mit  ist auch X (Q) zufillig. Es wird bei der Behandlung von Zufallsgréfien nicht darum gehen (kénnen), welchen Wert
X annimmt, sondern darum, mit welcher W. X in einer Teilmenge von S liegt.

Satz und Definition 4.2 Es seien (2,2, P) ein diskreter WRaum und X : Q — S eine diskrete Zufallsgrise.
Dann wird durch P¥ : P(S) = R, P¥(A) := P(X~'(A)) VA € P(S) ein WMaB definiert.

Hierbei: X '(A) := {w € Q : X(w) € A}. Fiir P(X '(A)) schreiben wir auch P(X € A). P* heifit die Verteilung von
X, alternative Schreibweise: £(X) (“law”)

Beweis: (i) PX(S) = P{w e N: X(w) €S} =P(Q) =1
PX¥(A)=PHweN: X(w)e A}) >0
(i) Sind A1, As,... C S paarweise disjunkt, so sind auch By, Bs,... C 2 mit B; := {w € : X(w) € A;}
paarweise disjunkt, also liefert die o-Additivitdt von P:

PX(5 A) = P(XH(E A)) = P(E X7 (4) = X P(X7(4) = X PX(4).
Dies zeigt, da8 PX o-additiv ist. -
Beispiel 4.3 Wie oft erscheint “Zahl” beim 5-maligen Wurf einer (fairen) Miinze?
Das Ausgangsexperiment ist ein Laplace-Experiment iiber Q = {0,1}® (0=Kopf, 1=Zahl), die Anzahl der Zahlwiirfe ist
Xw)=wi w2+ ... +ws, w = (w1,... ,ws) €N
Als Bildbereich kommt beispielsweise S = {0,1,...5} in Frage. Als WMa$ auf einer endlichen Menge wird £(X) wieder
durch die zugehorige Massenfunktion px : S — R, px(k) = P(X = k) beschrieben, £ =0,... ,5.

5
Aus §3 ist bekannt: P({w € Q: X(w) = k}) = %%“‘“:k} = (3%) =: px(k) fir k = 0,1,... 5, denn es gibt ()
Moglichkeiten, die k Einswerte auf die 5 zugehorigen Positionen zu verteilen. px heifit Wahrscheinlichkeitsmassenfunk-
tion zur Zufallsgrofie X.

4.2 Einige wichtige Verteilungen

4.2.1 Binomial- und Bernoulli-Verteilung

Eine diskrete ZV X heifit binomialverteilt mit den Parametern n und p, kurz: £(X) = Bin(n,p) oder X ~ Bin(n,p),
wobei n € N, p € [0,1], wenn P(X =k) = (})p*(1 —p)" 7%, k=0,1,... ,n gilt.

Die ZV X aus Beispiel 4.3 ist Bin(5, 1 )-verteilt.

11
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Auch die ZVY =5 — X, also Anzahl der Kopf-Wiirfe, hat diese Verteilung.
Dies ist ein Beispiel dafiir, dal durchaus verschiedene Zufallsvariablen dieselben Verteilungen haben kénnen.

Binomialverteilungen tauchen bei “Erfolgsanzahl bei unabhingigen Versuchswiederholungen” auf, wenn “Erfolg” das
Eintreten eines bestimmten Ereignisses A in einem Einzelexperiment bezeichnet. Hierbei ist n die Anzahl der Wieder-
holungen und p die W. von A.

Begriindung: jedes Ereignis A x A x A° x ... x A° x A im Produktexperiment, das auf X = k fiihrt, hat wegen der

k-mal A, (n — k)-mal A°
Unabhingigkeit die Wahrscheinlichkeit p*(1 —p)™ * und es gibt (}) Moglichkeiten, die k A-Faktoren auf die n Positio-

nen zu verteilen.
Im Falle n = 1 spricht man auch von Bernoulli-Verteilung; dann gilt: P(X € {0,1}) =1.

4.2.2 Poisson-Verteilung

X heifit poisson-verteilt mit Parameter A\ > 0, wenn P(X =k) = e - }‘k—’: fiir alle k£ € N gilt.

Diese Verteilung spielt eine wichtige Rolle als Grenzverteilung; mit A = 1 tritt sie beispielsweise bei der Anzahl der
Fixpunkte einer zufilligen Permutation als Grenzverteilung auf (— 3.3.4)

Die Poisson-Verteilung kann als Approximation fiir Bin(n,p) bei grofem n und kleinem p verwendet werden:
Satz 4.4 Ist (pn)nen eine Nullfolge auf [0,1] mit lim np, = X € (0,00), so gilt fiir alle k € Ny
n—oo

. _ _ k
Jm, (Mpf@—pa)** =e- 37

—A
. —_ . . —_ k
Beweis: (Z)pnk(l —pn)”fk =1 (n—1) ’n,k (n—k+1) (ni::) (1- %)nik fiir festes k O
~ ~ N —
—1 ik ve-A

In Worten: Bei einer grofien Anzahl Wiederholungen n mit kleiner Erfolgsw. p ist die Anzahl X der Erfolge n&herungs-
weise poissonverteilt mit Parameter A = np.

Diese Verteilung taucht also hiufig im Zusammenhang mit seltenen Ereignissen auf (Anzahl der Druckfehler pro Seite,
Anzahl der emittierten Partikel pro Zeiteinheit bei radioaktivem Material, etc.)

4.2.3 Geometrische Verteilung und negative Binomialverteilung

Angenommen, wir werfen einen (symmetrischen) Wiirfel solange, bis eine Sechs erscheint. X sei die hierfiir notwendige
Anzahl der Wiirfe (einschliefllich des Wurfes, der die ‘6’ liefert.) Es gilt X = n (n € N) genau dann, wenn die ersten
n — 1 Versuche keine ‘6’ ergeben und im n-ten Versuch die ‘6’ erscheint. Aufgrund der Unabhingigkeit der Wiirfe hat

dieses Ereignis die W. (1 — %) (11— %) (1= %) z
n —1 mal

Allgemeiner, wenn X nur Werte aus N annimmt und P(X = n) = (1 — p)" 'p fiir alle n € N gilt, dann heift X
geometrisch verteilt mit Parameter p € (0,1).

Diese Verteilung tritt also bei der Anzahl der Versuche auf, wenn man ein Zufallsexperiment so oft wiederholt, bis ein
bestimmtes Ereignis, das W. p hat, eingetreten ist.

Verallgemeinerung:
Warten auf das r-te Eintreten des Ereignisses fiihrt auf P(X = k) = (k_l)p’(l —p)* T firkeN, k>

r—1
Man nennt diese Verteilung die negative Binomialverteilung mit Parametern p und r, r €N, 0 <p < 1.}

4.2.4 Hypergeometrische Verteilung

Eine Urne enthalte N Kugeln, hiervon M weifle und N — M schwarze. Es werden n Kugeln entnommen, ohne Zuriicklegen
M (N—M)
n—k

(n,M < N). Es sei X die Anzahl der weiflen Kugeln in der Stichprobe. Dann gilt: P(X = k) = (’“)T
gibt (JZI ) Méglichkeiten fiir die weifilen und (A; :11;4 ) Mbglichkeiten fiir die schwarzen Kugeln in der Stichprobe, alle (?{ )
Stichproben werden als gleichwahrscheinlich vorausgesetzt.

Man nennt diese Verteilung die hypergeometrische Verteilung mit den Parametern n, N und M.

, denn es

Beispielsweise ist in der in Absatz 3.3.3 beschriebenen Situation die Anzahl der Asse, die “Nord” erh&lt, hypergeometrisch
verteilt mit den Parametern 13, 52 und 4.

n der Literatur wird hiufig stattdessen die Anzahl der Miflerfolge, also Y = X — r, betrachtet.
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6 43
Anderes Beispiel: Die Wahrscheinlichkeit fiir £ Richtige im Zahlenlotto ‘6 aus 49’ ist (’“)g‘é"“), k=0,1,...,6 (wir

()

ignorieren Zusatzzahlen, etc.), also hypergeometrisch verteilt mit Parametern 6, 49 und 6.

4.2.5 Multinomialverteilung

Es sei (2,2, P) ein Zufallsexperiment und Aj, ..., A, eine Ereignispartition (siehe Satz 2.2 (ii)) von Q, p; = P(A;).
Das Experiment wird n-mal wiederholt, X = (X1i,...,X,) sei der Zufallsvektor, dessen I-te Komponente z&hlt, wie oft
das Ereignis A; eingetreten ist. Dann gilt in Verallgemeinerung von 4.2.1:

P(X = (k1,... ,kr)) = ﬁf.krﬂhkl -...-pFr fiir alle k1,... ,k, € Ng mit k1 + ...+ k, = n. Man nennt diese Verteilung
die Multinomialverteilung mit Parametern n und p = (p1,...,pr).

4.3 Erwartungswert und Varianz von Zufallsgréofien

Es sei (Q,2, P) ein diskreter WRaum und X : Q — R eine ZV. Welches Resultat erhélt man fiir X im Mittel, wenn das
zugehorige Zufallsexperiment n-mal wiederholt wird (fiir grofles n)?

Das Ergebnis w tritt in n Versuchen Ny(w)-mal auf, der Mittelwert der Resultate ist dann (X (w:1)Nn(w1) +
X(wz)Nn(wz) + ... )

Fiir grofes n sollte = N,(wx) in der Nhe von p(wx) = P({wi}) liegen, d.h. der obige Ausdruck ist ungefihr
X (@) P({ur}) + X(ws) P({w2}) + ...

Dies motiviert folgende Definition:

Definition 4.5 (Q,2,P), X wie oben. Der Erwartungswert von X, Schreibweise EX, wird definiert durch
EX = Y X(w)P({w}), vorausgesetzt, die Summe konvergiert absolut, d.h. Y |X(w)|P({w}) < oc.
w€eR

wEeR
Ist dies nicht der Fall, so sagen wir, daf} der Erwartungswert von X nicht existiert.

Man kann die Summation auf den Bildraum verlagern und erhélt dann:

Satz 4.6 (Q,2,P), X wie oben, f : R = R, Y := f(X). Dann ist Y eine (diskrete) Zufallsgréie und mit px, py als
Massenfunktionen zu X, Y gilt:

EX =) zpx(z) (= > zpx(z) )

z€R z€ER, px (z)>0
EY = Y ypy(y) = >, f(z)px(z), vorausgesetzt die beteiligten Summen konvergieren absolut.
yER z€ER

Beweis: Die Menge A, := {w € 2 : X(w) = z}, z € Bild(X) bilden eine Partition von Q. Da absolut konvergente
Reihen beliebig umgeordnet werden kdnnen, gilt:

ZE?QX(w)P({w}) = 2 Y XwP{uh=2=z ) P{uh) =2 2P(X =2z

2€Bild(X) wEAs z€ER wE€A, z€R

rx (z)
EY = ) Y(w)P({w}) = Z;O fXw)PHw}) = >  fl@) X P({w}) = W;Rf(w)PX(w), denn f ist auf

weR z€Bild(X) wEA
A, konstant. O

Wichtige Konsequenz: EX héngt nur von der Verteilung von X ab.
Analogie zur Mechanik: plaziert man Massen II;,II5,IIs,... auf die Punkte z1,z2,z3... € R, so ist > z;p; mit
pi i= %, der Schwerpunkt des Gesamtgebildes (E X ist ein Lageparameter fiir £(X)).

7

Beispiel 4.7 Im Falle X ~ Bin(n,p) ergibt sich:
= 2 n\,.k n—k 2 (n—1)! k— n—1)—(k—1) __
BX = 3 kPO =k) = 33 k()p" L =p)""" = 3 Gmnte—-temmni? H1—p)n Y =

_nfl
n—1 _1)—
an:( k )Pk(l—p)(" REE)
k=0

(p+(1:;))"_1
Definiert man Y := X (X — 1), so folgt (fiir f(k) = k(k —1)):

EY = kgo f(k)P(X =k) = g::l k(k — 1)(:)pk(1 —p)" k= ... =n(n - 1)p°

Satz 4.8 Esseien X und Y ZV mit existierendem Erwartungswert, ¢ € R.
(i) Dann existiert auch zu X + Y, ¢X der Erwartungswert und es gilt: E(X +Y) = EX + EY, E(cX) =cEX
(der Erwartungswertoperator ist linear)
(i) Wenn X <Y (dh. X(v) <Y (w) Yw € Q), dann gilt: EX < EY (Monotonie)
Beweis: > (X + V)@)| P({u}) € 3 X@IP(w)) + S ¥ @)IP(w}) < oo
<IX (@) [+HY (@)

EX+Y)= 3 (X+Y)(w)P({w}) = ZEIQX(w)P({w}H > Y(w)P({w})

weN wEN
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Die anderen Teile folgen analog.
Erste Folgerung: X < |X|, —X < |X| = EX < E|X|, —EX = E(—X) < E|X|, also: |[EX| < E|X]|. O

Definition 4.9 Das k-te Moment (meist k € N) einer ZV ist EX*, vorausgesetzt > |z|*P(X = k) < oo (sonst
zER
sagen wir, daf das k-te Moment zu X nicht existiert.)

Existiert das zweite Moment zu X, so nennen wir var(X) := E(X — E(X := +/var(X) die Varianz bzw.
Standardabweichung von X. Die Varianz ist also die mittlere, quadratische Abwelchung der ZV X von ihrem Er-
wartungswert; Standardabweichung hat dieselbe Dimension wie X.

Niitzliche Formel:

Lemma 4.10 ver(X) = E(X?) — (EX)?

Beweis: var(X) = E(X? - 2(EX)X + (EX)?) = E(X?) - 2(EX)(EX) + (EX)? = E(X?) — (EX)?,
wobei wir Satz 4.8 gebraucht haben, und die Tatsache, dafl der Erwartungswert einer konstanten ZV gleich dieser
Konstanten ist. O

Beispiel 4.11

(i) Im Falle X ~ Bin(n,p) gilt EX =np, EX(X — 1) = n(n — 1)p> (Bsp. 4.7), also:
EX?=E(X(X -1)+ X)=EX(X — 1)+ E(X) = n(n — 1)p? + np, also:
var(X) = EX? — (EX)? = n®p® — np® + np — (np)? = np(1 — p)

(ii) Ist X poisson-verteilt mit Parameter A (Absatz 4.2.2), so erhélt man:

e Akl
EX = Zk"‘" = —*Z

%,_/
eX

EX(X 1) = 3 bk~ De 37 = ¥

= var(X) = E(X( — 1)+ X)—(EX) =)

Bei der Poissonverteilung stimmen also Erwartungswert und Varianz iiberein.
Bemerkung 4.12
Ist M eine beliebige Menge und A C M, so heifit 14 : M — R, 14(z) := { (1) 2 ; i
Ist (2,2, P) ein diskreter WRaum und A C Q ein Ereignis, so ist X := 14 eine Zufallsvariable. Diese zeigt an, ob das
Ereignis A eingetreten ist (1) oder nicht (0). Sei p := P(A). Dann gilt X ~ Bin(1,p).
Mit dieser Konstruktion sieht man, daff Erwartungswerte Wahrscheinlichkeiten verallgemeinern:

Ely =0-P(la =0)+1-P(ly = 1) = P(A), d.h. die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist gleich dem
Erwartungswert der zugehorigen Indikatorfunktion.

die Indikatorfunktion zu A.

4.4 Bedingte Verteilungen und Unabhingigkeit

Sind X : @ — S1, Y : Q — S» Zufallsgroflen auf einem diskreten WRaum (Q,2(, P), so ist Z : @ — S1 x Sy,
Z(w) := (X(w),Y (w)) eine (diskrete) Zufallsgréfle mit Werten in S; x S». Die Verteilung von Z nennt man auch die
gemeinsame Verteilung von X und Y.

Beispiel 4.13 In der Situation aus §3.3.3 (Bridge) sei X die Anzahl der Asse von “Nord”, Y die von “Siid”. Dann
ist Z := (X,Y) eine Zufallsgrofe mit Werten in {0,...,4} x {0,...,4} und es gilt:
Pz (i) = DEEICHEDEE)

(13!34
| 0 1 2 3 4 | Zeilensumme

0 | 1150 2600 1950 572 55 | 6327
Tabelle: ; %ggg ;g;g 2406288 236 8 21114312 Die Tabelle enthélt die Werte 20825 - P(X = k,Y = [)

3| 572 286 0 0 0 | 858

4| 55 0 0 0 0 | 55
Aus den Werte n der Tabelle ergibt sich mit P(X =¢) = P(X =4,Y =0)+ P(X =4,Y =1)+ ...+ P(X =4,Y =4)
fiir i = 0,...,4, und analog fiir Y, die Marginalverteilung (oder Randverteilung) der Verteilung von Z, dies sind die

Verteilungen der Komponenten X und Y. Die gemeinsame Verteilung enthilt i.A. “mehr Informationen” als die einzel-

nen Verteilungen.

Man kann dann die W. von Ereignissen, die von X und Y abh&ngen, ausrechnen, z.B.:
P(X=Y)=P(X=0,Y=0)+...+ P(X =4,Y =4) = ;5--(1150 + 4225 + 468 + 0 + 0) = 0.280576 ...

“Verlagerungsformel” niitzlich fiir Rechnungen:

X:0—-8,Y: Q= 8, f:51xS—R

Ef(X,Y)=Ef(Z)= Y f)P(Z=2)= 5 ¥ f@yP(X=aY=y)

2€R z€Bild(X) yeBild(Y)
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Satz und Definition 4.14 (0,2, P), Si, S2, X, Y wie oben. Dann gilt fiir alle z € S; mit P(X =z) > 0:
durch A — P[Y € A|X = g] = ZUsTIZLI@I=2D) wird ein WMaB auf (Ss,P(S:)) definiert, die bedingte Verteilung
von Y unter X = z, Schreibweise PY1X=% oder £(Y|X = z).
Ist S =R und ¥ |y|PY'*=*({y}) < o0, so nennen wird

yER

E[Y|X =z] := ZE;RyPY‘X=z({y}) (= 5= ZE:RyP(X =z,Y =1))
y y
den bedingten Erwartungswert von Y unter X = z.

Beweis: klar O

In Bsp. 4.13 ergibt sich als bedingte Erwartung der Anzahl der Asse des Partners, wenn man selbst 2 Asse hat
ElY|X =2]=0-P[Y =0|X =2]+1-P[Y = 1|X =2]+...+4-P[Y =4|X =2] =0- 152 +1- 222 +2. 28 1 3.0+4-0= 2
Beachte: EY =0-P(Y =0)+...+4-P(Y =4) =1

Beispiel 4.15 Es sei (?,2, P') ein diskretes Zufallsexperiment, in dem ein bestimmtes Ereignis A mit Wahr-
scheinlichkeit p > 0 eintritt. Unser Modell fiir das n-malige, unabhingige Wiederholen hiervon ist (2,2, P) mit
Q=" A:=PQ), P{(w1,... ,wn)}) =P {w1}) ...-P'({wn}). Essei X : Q@ >R, X(w):=#{1<i<n:w; € A}
die Anzahl der Wiederholungen, bei denen A eintritt, und Y : @ — P({1,... ,n}), Y (w) := {i : w; € A} die Menge der
Versuchsnummern, in denen A eintritt.
Die gemeinsame Verteilung von X und Y ist auf {(k, B) : k € {0, ... ,n}, #B = k} konzentriert, und fiir jedes Element
dieser Menge gilt: P(X =k, Y =B)= [[ »p [[ 1 —p) =p*(1 —p)"*

jEB j¢B
Aus §4.2.1 ist bekannt: P(X = k) = (Z)pk(l —p)"*, also: PYX=*({B}) = (:p)’“lf’:(;% = (iT)
Die bedingte Verteilung von Y unter X = k ist also die Gleichverteilung (Laplaceverteilung) auf der Menge der Teil-
mengen vom Umfang k von {1,... ,n}.
Num. Beispiel: n = 3, k = 2, also 2 Erfolge in 3 Wiederholungen: Die mdglichen “Sequenzen” sind: (1,1,0), (1,0,1),
(0,1,1). Die (bed.) W. fiir jede Sequenz ist 3.
Beachte: Der Parameter p (Erfolgswahrscheinlichkeit) taucht hier nicht mehr auf!
Alle moglichen Anordnungen fiir die “Erfolge” sind gleichwahrscheinlich. In der Statistik (spéter) ist es wichtig, daf§
hier bei der bedingten Verteilung der Parameter p nicht mehr auftritt. (“Alle Informationen zu p sitzen bereits in X”)

Beispiel 4.16 Auf dem Produktraum (2,2, P) sind die Projektionen X; : © — Qi, X;((w1,...,wn)) = w; die
Resultate der Einzelexperimente. Fiir ¢ < j gilt:
P(Xi zwi,Xj ij) =P(Q1 X ... X Qi_1 X {wl} XQH_l X ... XQj_1 X {wj} X ... X Qn)
= Pi({wi}) - Pi({w;}) = P(Xi = wi) - P(Xj = wj)
Hieraus folgt sofort: PXi1Xi = PXi und umgekehrt.
Definition 4.17 Fiir jedes i € I sei X; : Q — S; eine diskrete Zufallsgrofie. Die Familie {X; : i € I} heifit

stochastisch unabhiingig, wenn fiir jede Wahl von A; C S;, i € I die Ereignisfamilie {X; '(4;) : i € I} stochastisch
unabhéngig ist im Sinne von Def. 2.5.

Satz 4.18
Eine Familie von Mengen {X; : ¢ € I} von Zufallsgrofien auf einem diskreten WRaum ist genau dann unabhéngig,
wenn fiir alle {i1,...,i,} C I gilt:
n
P(Xi; = Zigy-oo, Xin =xi,) = [1 P(X,'j = -’L'ij) fiir alle z;;, € Siy,...,%i, € Si,,-

Jj=1
Beweis: Notwendigkeit folgt mit A; := {z;}.
Hinreichend: fiir bel. A; C S;, {i1,...,in} C I gilt:
P(N X;'(Ay)) = 2 P(Xiy =iy, ..., Xiyp, = Tiy)
j=1 @iy €Aig s iy €A,

= E P(X¢1=x¢1)~...- E P(Xi"=min)=

23 €Ay Zi, €Aq, J

=t

P(Xij EA,'J.). Oa

In Worten: Bei einer endlichen Familie Xi,...,X, hat man also Unabhéngigkeit genau dann, wenn die gemeinsa-
me Massenfunktion p : p(z1,...,2n) = P(X1 = z1,... ,Xn = zn) das “Produkt” der marginalen Massenfunktionen
pi(zi) = P(X; = z;), 1 < i< n,ist in folgendem Sinn: p(z1,... ,2n) =p1(z1) - ... - pn(Tn).

Bei Unabhéngigkeit ergibt sich also die gemeinsame Verteilung aus den Randverteilungen, i.A. gilt dies nicht.

4.5 Reellwertige (diskrete) Zufallsgrofien

Mit R als Wertebereich hat man zusétzliche Strukturen.

Satz 4.19

Sind X und Y unabhéngige ZV mit existierendem Erwartungswert, so existiert auch zu X -Y der Erwartungswert
und es gilt: EX - Y = EX - EY.
Beweis: Die Mengen A;y = {w € Q : X(v) = 2z,Y(w) = y}, ¢ € Bild(X), y € Bild(Y), bilden eine Partition
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von €, also 30 |X - Y(w)|P({w}) = > > |pylP(X =2, =y) = X [zlly|P(X = 2)P(Y =y) =
z€Bild(X) yeBild(Y) ey
(Z |z|P(X = z)) (Z ly|P(Y =1y)) < 00, also existiert der Erwartungswert zu X - Y

< o0, da EX existiert < oo, da EY existiert
Dies liefert auch die behauptete Formel, wenn man alle Betragsstriche wegléfit. O

Satz 4.20 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)
Existiert zu den ZV X und Y das zweite Moment, so existiert auch der Erwartungswert des Produktes EXY und

es gilt (EXY)? < EX?.-EY>
Beweis: Wegen |(X - Y)(w)| = | X (w )||Y( )| < X(w)? + Y (w)? gilt:
M (XY)(w)|P({w]}) < ZX P({w}) —l—ZY w)’P({w}), also existiert der Erwartungswert.
wER

E‘X;r<oo EY;<00
Fiir beliebiges ¢ € R existiert dann auch das zweite Moment zu X + tY, und ist nicht-negativ:

0<E(X+tY)’ =EX?+t°EY?> + 2tEXY Vt€R.
Im Falle EY? = 0 hat man rechts eine Gerade (iiber ), die nur dann iiberall > 0 sein kann, wenn die Steigung
0ist, d.h. EXY = 0.
Im Falle EY? =2 (EX?EY? — (EXY)?).
Dies ist genau dann > 0, wenn die Ungleichung gilt. O

Definition 4.21 Es seien X und Y ZV mit endlichem, zweitem Moment und den Standardabweichungen ox, oy.
Dann heifit cov(X,Y) := E(X — EX)(Y — EY) die Kovarianz von X und Y.
Im Falle cov(X,Y) = 0 nennt man X und Y unkorreliert.
Ist ox, oy > 0, so nennt man o(X,Y) := % den Korrelationskoeffizienten von X und Y. O

Satz 4.22 Es seien X und Y ZV mit existierendem zweiten Moment. Dann gilt:
(i) cov(X,Y) = EXY — (EX)(EY)
(ii) X, Y unabhingig = X, Y unkorreliert.
(i) —1<o(X,Y)<1
Beweis: (i) Mit der “Linearitéit des E-Operators” folgt:
cov(X,Y) = E(XY — (EX)Y - X(EY)+(EX)(EY)) = EXY —(EX)(EY) - (EX)(EY)+ (EX)(EY)
(ii) folgt unmittelbar aus (i) und Satz 4.19.
(iii) c%0%0(X,Y)? = (E(E — EX)(Y —EY))? < E(X — EY)’E(Y — EY)? = var(X)var(Y)
= o(X,Y)* <1

Geméif Teil (ii) sind unabhingige ZV unkorreliert, die Umkehrung gilt nicht. Kovarianz und Korrelation kénnen als
Ma$ fiir die lineare Abhiingigkeit von ZV betrachtet werden (siehe Ubungen) O

Satz 4.23 Es seien Xi1,...,Xn ZV mit existierendem zweiten Moment. Dann gilt:

var(X:i+ ...+ Xp) = E var(X;) + 3 cov(X;, X;).
i#j

Sind Xi,...,X, unabhingig, so gilt var(z X;) = E var(X;) (Gleichheit von Bienaymsé)
Beweis: Un’cer Verwendung von Satz 4. 22 und Lemma 4. 10 folgt
var(z X;) = (z X,-) —(E (z X,-)) E EX; X; — E EX;EX;
i=1 i=1 i=1 i,j=1 ,J =1
=Y EX? - (EX:)*+ Y (EX;X; - EX;EX;) = E var(X;) + 3 cov(Xs, Xj).
i=1 iZj i=1 iZj
Der zweite Teil folgt unmittelbar aus 4.22 (ii). O

Beispiel 4.24
(i) In einem Zufallsexperiment sei A ein Ereignis mit W. p. Das Experiment werde n-mal unabhéngig wiederholt; X;
zeige an, ob in der i-ten Wiederholung A eingetreten ist (X; = 1) oder nicht (X; = 0).
Dann sind Xy, ..., X, unabhingig mit
EX,-=0-P(Xi=0)+1~P(X,-=1)=p, EX}=EX;=p
var(X;) = p —p® = p(1 —p), also gilt fiir S, = X1 + ... + Xp:

ES, = E EX; = np, var(Sp) = > var(X;) = np(1 — p)(Bienaymsé).
i=1
Da Sy ~ Bm( n,p) ist dies ein neuer Beweis fiir die Formel aus Beispiel 4.11. (i).

(ii) Essei Y die Anzahl der Fixpunkte einer zufélligen Permutation von {1,...,n} (siehe 3.3.4)

Sei X;(w) = { (1) Z: ; z Yw = (w1,... ,wn) € Q, (Permutationen). Dann gilt:
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EX;=P(X;=1) = =1 undfﬁri;éjEXX =P(Xi=1,X;=1)= ("n,z)' = +—gy und damit:
var(X,-) = E')('z-2 — (E'AX,')2 = EXi — (E‘Xv,i)2 1 fiir 2 ?,é j COU(Xz,X ) m n% = m

(insbesondere sind X3, ..., X, nicht unabhingig. )
Offensichtlich gilt: Y = X1 + ...+ X, also folgt EY = E E Xi=n-2=1

=1
n

var(Y) = E +En2(n 5 —%+n(n—1)m=1.

Spezieller Fall: ganzzahlige ZV:

Satz und Definition 4.25
(i) Es seien P,Q WMafle auf (Z,P(Z)) mit Massenfunktionen p und ¢ (d.h. p, = P({k}), ax = Q({k})) und
r:Z—R ry:= ) ppgn—i eine WMassenfunktion. Das zugehorige WMaf R nennen wir die Faltung von P und
kez
@, in Zeichen: R =P x Q.
(i) Sind X und Y unabhingige ZV mit Werten in Z, so ist auch X + Y eine ZV mit Werten in Z, und es gilt:
LX+Y)=£L(X)*L(Y)
P(X4+Y=n)= > P(X= kY—n—k) > PEGn—k
Tn =P(X_k}P(Y—n—k)

Beweis: (i) p, ¢ seien Massenfunktionen aus Z (also p = (px)rez mit pr >0, > pr =1, etc.)

r : Z — R wird definiert durch r,, := > prgn—«
kez

Beh.: 7 >0, Yorp=1
———r

trivial

S Tn= 2 Y PrGn-k = Y Pk an k = Y. pr = 1, also definiert » ein WMaf auf (Z,P(Z))

neZ n€EZkEZ kez nez kez
——
=X an=l

ner
(ii) X, Y unabhingig mit Massenfunktionen p, ¢ = X +Y hat Massenfunktion r (= p * q)
Beweis: P(X+Y =n)= Y P(X=kY=n—k)=) PX=kP{Y =n—k)= ) prdn-k O
KEZ kez kEZ

Beispiel 4.26 Es scien X und Y unabhingig, X ~ Poisson()), Y ~ Poisson(u). Dann gilt fiir alle n € No:

L 2k _ n—k _ n n ne _ n
P(X+Y =n)= kzo(e )‘%) - (e NJJ_(n_k)!) =e (A-Ht)% Z (k) )\k/,/, E_ o=(A+n) (/\';I;)
= k=0

(Ap)™
X+Y ist also wieder Poisson-verteilt, und zwar mit Parameter A+u (Die Poissonverteilungen bilden eine Faltungsgruppe)
Was ist die bedingte Verteilung von X unter X +Y?
Fiir alle n € Ny, k € {0,... ,n} gilt:

P(X=k,X+Y=n) _ P(X=k)-P(Y=n—k) _ _A%'E_”{L;’;v A K -k
P(X =KX +Y =n)="55y=y = = pxiv=n oo = ()3 0 - x3%)
— —») — Bi A '
also P(X = k|X +Y =n) = Bin(n, 533)
4.6 Das schwache Gesetz der grofien Zahlen
X1,...,Xp seien unabhingige Zufallsgrofien mit Erwartungswert p und Varianz o2; X, := % 3> X
i=1
N 1 n .
Sw g PN
var(Xy,) = ;lgvar(z Xi) = ;12' E var(X;) = %
=1 i=1
Also: “Variabilitdt” geht mit n — oo gegen 0

Satz 4.27

(i)  (Die Markovsche Ungleichung) Es sei p > 0 und E|X|? < co. Dann gilt fiir alle a > 0: P(|X| > a) < L E|X|”
(ii) (Die Ungleichung von Chebychev) Es sei EX? < co. Dann gilt fiir alle a > 0: P(|X — EX| > a) < Lvar(X)
Beweis:

(i)  Wir definieren eine neue (diskrete) ZV Y durch Y (w) = a [ X@)]2a

0 , sonst
Offensichtlich gilt |Y(w)|? < |X(w)|? Vw € Q, die Monotonieeigenschaft des Erwartungswertes (Satz 4.8) liefert
also E([Y|?) < E(|X|?).
Da Y nur die Werte 0 und a annimmt, gilt: E|Y|* =0? - P(Y =0) + o - P(Y = a) =aof - P(|X| > o) < E|X|?.
(i) SeiY =X — EX. Verwende Teil (i) mit p = 2:
P(X —EX|>a)=P(Y|>a)< HEY’ = 5E(X — EX)* = var(X) O
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Satz 4.28 (cine einfache Version des schwachen Gesetzes der groBen Zahlen)
Es sei X1, X>,... eine Folge von paarweise unkorrelierten ZV mit Erwartungswert y und Varianz o?;

X_n:Z % EXi
=1

Dann gilt: P(| X, — p| > €) — 0 fiir alle € > 0 und n — oo
Beweis: Bienaymé und die Rechenregel var(aX) = a’var(X) liefern var(X,) = 20, also folgt mit Chebychev
P(|Xp —p|>€) < E%var(X_n) — 0 Ve >0 (fiir n — o0)
Nimmt man ein festes € > 0 (wie klein auch immer), so geht die W., daf der Mittelwert der Beobachtungen vom
gemeinsamen Mittelwert um mehr als € abweicht, gegen 0. O

Wichtiger Spezialfall: Ein Experiment wird unendlich oft wiederholt, X; zeigt an, ob in der i-ter Wiederholung ein
bestimmtes Ereignis A eingetreten ist (X; = 1) oder nicht (X; = 0).

Was ist X, in dieser Situation? Die relative Hiufigkeit von A! Was ist u? p = EX; = P(A)

Der obige Satz besagt, daf8 die relative Haufigkeit von A “in einem gewissen Sinne” gegen die W. von A konvergiert
(und liefert die Rechtfertigung fiir den axiomatischen Aufbau)

Beispiel 4.29 (Eine Anwendung in der Analysis)

Der Approximationssatz von Weierstrafl besagt, dafl eine stetige, reellwertige Funktion auf einem kompakten Intervall
[a,b] C R gleichmiBig approximiert werden kann.

Ziel: Ein konstruktiver Beweis mit den Mitteln der Stochastik.

Wir konnen [a, b] = [0,1] annehmen.

Sei pn : [0,1] = R, pp(z):= >, f(%)(’;)xk(l — )" ~* das n-te Bernsteinpolynom zu f.
k=0

Wir behaupten: () Ve >0 3ng € NVn >ng Vz € [0,1]: |f(z) — pn(z)| <€
Sei also € > 0. Da eine stetige Funktion auf einem kompakten Intervall gleichmiflig stetig ist, existiert ein
§=06(e) >0 mit Vo,y € [0,1] : |z —y| < = [|f(z) - f(y)| < 5.
Auflerdem: Stetige Funktionen sind auf einem kompakten Intervall beschrénkt, d.h. es gibt ein K < oo mit
|f(2)] < K vz € [0,1].

Verbindung zur Stochastik:
Wihle z € [0,1]. Sei @ = {0,1}, P({0}) = 1 —z (P = Bin(l,z)). Sei Q, := Q", P, die Laplace-Verteilung
hierauf, X; die Projektion auf die i-te Koordinate (Miinzwurf mit W. fiir Kopf = z, wird n-mal wiederholt, X;
das Resultat des i-ten Wurfes). Dann gilt:
nX, (= Y Xi, “Anzahl der Erfolge”) ~ Bin(n,z), also Ef(X,) =

i=1

Ef(Xn) = pu(a) -
Wie im Beweis von Satz 4.28 folgt: P(| X, —z| > §) < % < 157 (aus AGM-Gleichheit)
Wihle nun no € N so grof}, daf} fiir alle n > no gilt: % < §. Fiir alle solchen n gilt dann: |f(z) — pu(z)| =

<SP(|Xn—2|<d) <2K

f(%)P(nX_n = k) und damit

a
i

A

- ~

|BF(%) ~ F@) < BIFKn) — F@) L zr—arcsy + B 1) — F@) i ajss) < § 142K oy <
————r

-~

2KP(| X, —xz|>68} <

[N



Kapitel 5

Allgemeine Wahrscheinlichkeitsraume

5.1 “You can’t always get what you want”

In Beispiel 1.1.(iv) haben wir ein Experiment genannt, das eine “Gleichverteilung auf [0, 1)” erfordert, also einen WRaum
(2,2, P) mit @ =[0,1) und (5.1) P(z + A “modulo 17) = P(A) firallex € Q, A€ 2.

Satz 5.1 Es gibt kein WMa8 auf P([0,1)) mit (5.1).
Beweis: (unter Verwendung des Auswahlaxioms)
Auf [0,1) wird durch z ~ y <= z —y € Q eine Aquivalenzrelation definiert. Das Auswahlaxiom erlaubt es, aus jeder
Aquivalenzklasse ein Element auszuwshlen; sei A die so erhaltene Menge. Aquivalenzklassen sind disjunkt, also enthalt
A von jeder Klasse genau ein Element.
Zwischenbehauptung: (i) (A+z)N(A+y)=0 =2,y€QN[0,1), z#y
i) U (A+=2)=]0,1) (Addition wieder modulo 1)
2€QnIo,1)
zu (i): Angenommen, man hat a + z = b+ y mit z,y € QN [0,1), z # y, a,b € A. Wegen z — y € Z bedeutet dies
a # b, wegen a — b € Q ist dies im Widerspruch zu: “A enthilt von jeder Klasse héchstens ein Element”
zu (ii):  “C” ist klar
Ist andererseits z € [0,1), dann existiert ein a € A mit a ~ z, d.h. z := a—2z € Q (mit dem iiblichen —). Ersetzt
man ggf. £ durch =+ 1, so erhélt man die gewiinschte Darstellung von z. Ist nun P ein WMaf auf P([0,1)) mit
(5.1), so mufl P auch der Menge A einen Wert P(A) zuordnen. Mit (5.1),(i),(ii) und der o-Additivitét wiirde
dann 1=P([0,1))=P( U (A+z)= > PA+z)= >  P(A)folgen. Dies ist unmdoglich! O
z€QN[0,1) z€eQN[0,1) z€QN[0,1)

Die Potenzmenge ist also zu grof}, wir werden uns mit einer kleineren o-Algebra zufrieden geben miissen.

5.2 Mengensysteme

Man wird zumindest gewissen Mengen, wie beispielsweise den Intervallen im Falle O = R, W. zuordnen wollen.

Definition 5.2 Essei Q # 0 und € C P(Q).

Dann heifit o(€) := (| A die von € erzeugte o-Algebra; € nennt man ein Erzeugendensystem von 2L.
AD ¢
A o-Algebra

In dieser Definition haben wir stillschweigend von der (trivialen) Tatsache Gebrauch gemacht, daf der Durchschnitt von
beliebig vielen o-Algebren (iiber derselben Grundmenge) wieder eine o-Algebra ist.
Der Durchschnitt ist wegen “P(2) ist o-Algebra” nicht leer.

Wichtiger Spezialfall: Q = R

Definition 5.3 Die von den LORA-Intervallen (a,b], —co < a < b < 0o, erzeugte o-Algebra heifit die o-Algebra
der Borel-Mengen von R; Schreibweise: 98, Br.

Eine o-Algebra 2 kann durchaus verschiedene Erzeugendensysteme haben. Trivialerweise gilt: o () = 2.

Satz 5.4 By wird auch erzeugt von

¢; :={[a,b) : —00 < a < b < o0} (ROLA-Intervalle),

¢ := {(—00,a] : —00 < a < 0o} und

€3 :={U CR: U offen}.
Beweis: Es sei € := {(a,b] : —00 < a < b < oo}. Es reicht, jeweils ¢; C B (dies impliziert: o(&;) C B) und
¢ C o(¢;) (dies impliziert: B = o(€) C o(€;)) zu zeigen. Hierbei kénnen wir die mengenalgebraischen Abgeschlos-
senheitseigenschaften von o-Algebren (gegeniiber endlichen und abz&hlbaren Vereinigungen und Durchschnitten, sowie
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Komplementen) verwenden. In diesem Sinne ergibt sich:

o(€1) C B aus [a,8) = ) U(a—%,b—%],und%ctf(el) durch (a,b]= {J () [a+L,b+ 1)
n=1

m=1 n=1m=1
(a:%,b)
o(€2) = B folgt aus (—o0,a] = | (e —n,al, (a,b] = (—00,b] N (—00,a]°.
n=1
Bei €3 verwenden wir, daf} es zu jedem z aus einer offenen Menge U ein z enthaltendes Intervall (a,b] C U gibt, wobei
wir a,b € Q annehmen konnen. Damit: U = |J (a,b]. Jede offene Menge 148t sich als abzéhlbare Vereinigung von
{(a;b)€Q?|(a,b]CU}
LORA-Intervallen schreiben. Dies liefert o(€3) C B, die Gegenrichtung folgt mit (a,b] = ) (a,b+ 1).
n=1

Dieser Satz impliziert, daf§ die Intervalle [a,b), (—oo,a] Borel-Mengen sind, ebenso alle offenen und abgeschlossenen

Mengen. Wegen {a} = [ (a — 2,a] (bzw. ihrer Abgeschlossenheit) sind auch alle Einpunktmengen in B und damit

auch alle abzghlbaren Mgngen (wie beispielsweise Q) und deren Komplemente (die Menge der irrationalen Zahlen),
kompakte Intervalle, etc. O
Kurz: B ist “fiir alle praktischen Zwecke” reichhaltig genug.

Ist A eine nichtleere Teilmenge von R, so wird durch B4 := {BN A : B € B} eine o-Algebra von A definiert (Ubungs-
aufgabe, die Spur von B auf A); wie nennen B4 auch die o-Algebra der Borel-Mengen von A.

Satz 5.5 Es gibt ein WMa8 P auf ([0,1),%B[o,1)) mit der Eigenschaft (5.2). P([a,b)) = b — a fiir alle a,b mit
0<a<b<l.

Bemerkung 5.6

(i) Man kann leicht zeigen, daf8 (5.1) auf (5.2) fithrt. Wir werden spéter noch sehen, dafl fiir das P aus Satz 5.5 auch
(5.1) gilt mit 2 = Byg,1y. Satz 5.5 zeigt also, dal durch (eine unwesentliche) Verkleinerung des Definitionsbereiches
das in 5.1 besprochene Problem gelést werden kann.

(ii) Man kann P auf (R, Bg) fortsetzen durch Pr(B) := P(BN[0,1)) VB € Bk.
Hat man umgekehrt ein WMafl P auf (R, B) und ein A € B mit P(A) = 1, so erhélt man ein WMaf} P4 auf
(A,B4) durch P4(B):= P(ANB) VBE€ Ba.

———

=B
In diesem Sinne nennt man das P aus Satz 5.5 “die” Gleichverteilung auf dem Einheitsintervall, ohne i.A. zu
spezifizieren, ob [0,1), (0,1], (0,1), [0,1] gemeint ist, denn wegen P({z}) = lim P([z,x + 1)) = 0 spielen die
n—roo
Randpunkte keine Rolle. P = unif(0,1) (2 =[0,1), A = B, 1)).
(iii) In der Mafitheorie nennt man ein Paar (2,2), Q # 0 und 2 eine o-Algebra iiber (2, einen mefibaren Raum, und

eine Abbildung p : A — [0, 00] ein MaB}, wenn p(0) = 0 und u(i Ai) = Y p(A;) fiir alle Ay, Ay, ... € A mit
i=1 i=1

A;NA; =0 fiir ¢ # j gilt. In diesem Sinne sind Wahrscheinlichkeiten einfach normierte Mafie.

Die “geometrische” Version des Problems aus 5.1 lautet: L#Bt sich allen Teilmengen von R (R?) sinnvoll eine
verschiebungsinvariante Linge (bzw. ein Volumen) zuordnen? Es ist wieder eine Einschrénkung des Definitions-
bereiches notwendig, und man erhélt: es gibt ein Mafl ! (das Lebesgue-Ma8}) auf (R, B) mit I((a,b]) = b — a fiir
alle —0o < a < b < co. Man kann unif(0,1) als “Spur” von ! auf dem Einheitsintervall auffassen.

Nichstes Problem: Eindeutigkeit (Ist unif(0,1) durch (5.2) eindeutig bestimmt?)
Wichtiges (abstraktes) Hilfsmittel:
Definition 5.7 Q # 0, ® c P(Q2) heiit Dynkin-System, wenn gilt:

i)Qe®

(i) Ae® = A°€D

(111) Al,Az,... € @,AiﬂAJ‘ :@furz;éj Ea U A,’ €D

i=1

Gegeniiber o-Algebren wird die Forderung “Abgeschlossenheit gegeniiber abz&hlbaren Vereinigungen” auf disjunkte
Vereinigungen abgeschwécht.

Der Durchschnitt von (beliebig vielen) Dynkin-Systemen ist wieder ein Dynkin-System, wir kénnen also von
§(¢) = () D als dem von € erzeugten Dynkin-System sprechne.
DDE
®© Dynkin-System

Wir nennen ein Mengensystem N-stabil, wenn gilt: A, Be ¢ — ANBeE€ ¢

Satz 5.8 (i) Ein N-stabiles Dynkin-System ist eine o-Algebra.
(ii) Ist &€ N-stabil, so gilt §(€) = o (&).

o o]
Beweis: (i) Es seien A1, Aa, ... € © (nicht notwendigerweise disjunkt), z.z.: |J Ai € D.
i=1

i=
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Setze By := A1, Bn, = An N AN ...NAS; (n > 1). Durchschnittstabilitit und Eigenschaft (ii) liefern
B, € ® Vn € N. Die B,,’s sind disjunkt, also gilt nach Eigenschaft (iii): |J B, € .
1

P
o o] oo
Beachte nun: |J B, = |J An (eine dhnliche Konstruktion wurde in Zusammenhang von Satz 1.7 verwendet).

i=1 i=1
(ii) Da jede o-Algebra ein Dynkin-System ist, folgt §(&) C o (&) unmittelbar aus der Definition.
Es sei nun, fir A € §(¢), D4 :={B CQ:BNA € J§€&)} Dann ist D4 ein Dynkin-System: (i) und (iii) sind
trivial, (ii) folgt mit BN A = (A° + BN A+ Q° 4+ Q° ... )C.
Da & N-stabil ist, gilt E' € D fiir alle E, E' € ¢, also € C Dg und damit §(€) C Dg, denn Dg ist ja Dynkin-
System. Dies heifit D € §(¢), E € ¢ = DNE € §(¢).
Dies wiederum liefert: € C Dp fiir alle E € €, D € §(€), hieraus folgt wieder §(€¢) C Dp und damit:
A€i(€), Deé(¢) = ANDese).
Also ist §(€) N-stabil, damit nach Teil (i) eine o-Algebra, d.h. §(&) C o(€&). d

Satz 5.9 Es sei 2 eine o-Algebra mit N-stabilem Erzeuger €. Sind dann P und Q WMaBe auf 2 mit P(E) = Q(E)
fiir alle E € €&, so folgt P(A) = Q(A) fiir alle A € . (Stimmen zwei WMafle auf einem N-stabilen Erzeuger iiberein, so
sind sie gleich.)

Beweis: Es sei © := {A € A : P(A) = Q(A)}. Dann ist © ein Dynkin-System (leicht nachzuweisen), und es gilt: ¢ C D.
Satz 5.8 (ii) liefert nun A D D D §(&) = o(€) =2 O

Die Mengen [a,b), 0 < a < b < 1 bilden ein Erzeugendensystem von B 1) (siche Aufgabe 26 (ii)), dieses System
ist offensichtlich N-stabil. Also: Es gibt nur ein WMaf} auf B 1) mit der Eigenschaft (5.2); wir kénnen also von der
Gleichverteilung auf dem Einheitsintervall sprechen.

5.3 Zufallsgrofien und Verteilungen

Oft interessiert nicht w € € selbst, sondern der Wert X (w) einer Funktion X hiervon. Fiir hinreichend viele (idealerweise:
alle) Teilmengen A’ des Bildraumes ' der Abbildung X wollen wir von der Wahrscheinlichkeit sprechen kénnen, daf
X in A’ liegt. Hierzu mufl X ~1(A4’) = {w € Q: X(w) € A’} im Definitionsbereich von P, also 2, liegen.

Definition 5.10 Es seien (2,9, P) ein WRaum und (Q',2') ein meibarer Raum. Eine Abbildung X : Q@ — Q'
heifit Zufallsgrofle (auf (Q, 2, P) und mit Werten in (Q',2')), wenn X (2,2')-mefibar ist, d.h X (A4') € A VA' € 2.

Der Begriff Mefibarkeit stammt aus der Mafitheorie.

Hilfreiche Analogie: Eine Topologie auf einer Menge M wird durch das System il der offenen Mengen beschrieben.
Eine Abbildung f : M — M’ vom topologischen Raum (M,4l) in einen weiteren topologischen Raum (M’ ') heifit
stetig, wenn f~1(U’') € U gilt fiir alle U’ € Y. Also:

Stetigkeit: Urbilder offener Mengen sind offen.

Mefbarkeit: Urbilder mefibarer Mengen sind meflbar.

Klar: Im Falle 2 := P(Q) ist X !(A') € 2 stets erfiillt. Dies ist der Grund dafiir, da man bei diskreten WR&umen
ohne den Meflbarkeitsbegriff auskommt.

Satz und Definition 5.11 Ist X eine (Q',2')-wertige ZufallsgroBe auf einem WRaum (Q,2, P), so wird
durch A' 3 A" - P(X € A') (= PH{w € O : X(w) € A'}) ein WMaB auf (Q',2') definiert. Dieses WMa8 heifit die
Verteilung von X, Schreibweise: P*, £(X).

Bei Beachtung der Mefibarkeit ist der Beweis identisch zum Beweis von Satz 4.2. a
Stochastik | Mafitheorie
Zufallsgrofie mefibare Abbildung
Verteilung der ZG. Bildmaf

Ein Stab der Léange 1 wird zerbrochen. Q = (0,1), % = B(0,1), P = unif(0,1)
X sei die Lange des kiirzeren Stiicks; X : @ -+ R, X(w) = min{w,1 —w}.

P(X < 1) =P(X~Y((0, i))) =P((0,})U(%,1) = 1.

N~
€B

XHO, ) =0,pU(F e
Beim Nachweis der Mefibarkeit kann man sich auf Erzeugendensysteme beschranken:

Satz 5.12 Es seien (2,92) und (Q',2') mefbare Riume und X : Q — Q' eine Abbildung. Ist ¢' C P(Q) ein
Erzeugendensystem von 2’ und gilt: X' (E') € A VE' € &, s0 ist X (,2')-meBbar (d.h X~ '(A4') e AVA' e ).
Beweis: Es sei 20 := {4’ C Q' : X 1(A4’) € A}. Dann ist Ao eine o-Algebra (iiber '), denn:

X1 =Q e, also: Q' € Ap.
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XA ={we: X(w) g A} = ({w €0Q: X(w) € A})® = (X~1(A)), also gilt:
Aeﬂoéx—l(A)th:(X 1A )) EA= XT1(A%) € A= A° € Ao

Analog erh#lt man mit X ~*( U Ap) = U X~!(A,) die dritte definierende Eigenschaft einer o-Algebra.
Nach Vorlesung gilt: &' C 2lo, also 22[’ = 0(6’) C 2(0 und damit X 1(4') € A VA’ € 2. O

Beispiel 5.13
Es sei (2,2, P) = ([0,1),Bo,1), unif(0,1)). Fiir jedes x € Q werde T : Q@ — Q definiert durch

._ y—x , WwWenny><zT
Ta(y) = { y—xz+1 , sonst
Fiir alle A € 2 gilt dann T, '(A) ={y € A:y— 2 € Aoder y — x + 1 € A}, insbesondere:
1 . [z,z+a) , wennz+a<1
T ([0,0)) = { [0,z+a—1)U[z,1) , sonst

Mit o({[0,a) : 0 < a < 1}) = A und Satz 5.12 folgt hieraus die (A, 2A)-Mefbarkeit von Ty.

Man sieht auch, daB P(T; *([0,a))) = a = P([0,a)) gilt. Mit Satz 5.9 folgt: PT= = P.

Das liefert P(x + A) = P(A) fiir alle A € 2, d.h. das WMa8 unif(0,1) hat die Eigenschaft (5.1)
(“Translationsinvarianz modulo 1”)

“Verkniipfungen mefibarer Abbildungen sind mefibar”:

Satz 5.14 Es seien (Q,2), (?,2'), (2",2") mefbare Riume sowie X : @ = Q', YV : Q' — Q" seien (2, 2A')- bzw.
(A", A" )-meBbare Abbildungen. Dann ist Z := Y o X (2, A")-meBbar.
Beweis: Fiir alle A" € 2" gilt:

Z7TH A ={weQ: Y XWw) eA"}=X"1{w € :Y()eA") =Xy 1 (4") e,

denn A" :=Y1(A") € A und X~1(A') € A aufgrund der vorausgesetzten MefSbarkeiten. O

5.4 Reellwertige Zufallsgréfien

Wie in der diskreten Situation (4.5) ist R als Wertebereich besonders wichtig. Es sei (2,2, P) ein WRaum; als o-Algebra
auf R werden wir grundsétzlich die o-Algebra B der Borel-Mengen nehmen.

Aus Satz 5.4 und Satz 5.12 folgt unmittelbar, dafl X : @ — R genau dann eine Zufallsgréfle (Zufallsvariable, ZV) ist,
wenn gilt: X ~!((—00,a]) = {w € Q: X(w) < a} €A Va €R.

Den einfachsten Fall solcher Abbildungen liefern die Indikatorfunktionen. Wegen

0 , a<o0
1;'((~00,a]) ={ A , 0<a<1
Q , a>1

ist 14 genau dann eine ZV, wenn A € 2 gilt (“ZV verallgemeinern Ereignisse”).

Hzufig werden mit einer ZV X Operationen ausgefithrt: Im Zusammenhang mit Streuungen ist beispielweise X2 inter-
essant. Ist X2 wieder eine ZV?

Satz 5.15
Ist g : R — R stetig oder (schwach) monoton steigend oder (schwach) monoton fallend, so ist g (B, B)-mefibar.
Beweis: Ist g stetig, so ist g~*(U) fiir jede offene Menge U offen, also eine Borel-Menge.
Hieraus folgt die Behauptung mit den Sitzen 5.4 und 5.12.
Rest: Ubung. O

Ist X eine ZV, so kann X? als Verkniipfung der (2, B)-mefbaren Abbildung X und der (3B, B)-mef8baren (weil stetigen)
Abbildung g : R — R, g(z) := z°, angesehen werden, ist also nach Satz 5.14 (2, 2)-meBbar und damit wieder eine ZV.

Satz 5.16
(i) Sind X und Y ZV auf (Q,%, P), so liegen die Mengen {X <Y} ={w € Q: X(v) <Y (w)}, {X <Y}, {X =Y},
{X#Y}in 2L

(ii)) Sind X,Y ZV auf (2,2, P) und o, € R, so sind auch aX + 3, X +Y, XY, X AY (= min{X,Y}) und
X VY (=max{X,Y}) wieder ZV.
(iii) Ist (Xn)nen eine Folge von ZV auf (Q, %, P), so sind auch sup X5, 1nf Xn, limsup Xy, 11m 1an ZV (vorausge-

neN n—o0
setzt, sie sind R-wertig.) Gilt X, (w) — X (w) fiir alle w € £, so ist auch X eine ZV.
Beweis:
(i) {X<Y}= U{X<q}ﬂ{Y > gh{X < ¢} =X ((~0,9)) € %, da (—o0,q) € B und X-mefbar.

Abzihlbare Verelmgungen von Elementen aus 2 sind wieder in 2.
{X<Y}={Y<X}ed, {X=Y}={X<VIN{X<YPFed {X£Y}={X=Y} e

(i) Die Abbildung © — ax + 3 ist stetig, also ist aX + [ eine ZV nach dem “Hintereinanderschaltungsargument”.
Weiter gilt {X +Y <a} ={X <Y —a} €A, denn Y — « ist wieder ZV, nach Teil (i) ist also X + Y mefibar.
Mit XY = 2((X +Y)?— (X —Y)?) folgt dann die MeBbarkeit von X -Y. Mit {X VY < a} = {X < a}n{Y <o}
und {X AY < a} ={X <a}U{Y < o} folgt die Mefibarkeit von X VY und X AY.
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(i) {we€Q:supXn(w) < a} = F'j {weQ: Xn(w) < a}

neN -
e
Die Mefbarkeit der anderen Abbildungen folgt nun mit inf X,, = —sup(—Xy), limsup X,, = inf sup X,
neN neN n—oo nENp>p
liminf X, = —limsup(—X»).
n—oo n—o00
Konvergiert X,, mit n — oo punktweise gegen X, so gilt X = limsup X,,, also ist auch X eine ZV. a

n—00

In Teil (iii) 188t sich die Einschrédnkung auf reellwertige Abbildungen beseitigen, wenn man R zu
wieder R := RU {400, —00} = [—00, +00] erweitert und B passend ergénzt.

5.5 Verteilungsfunktionen

Die Verteilung einer reellwertigen Zufallsgrofie (ZV) ist ein WMaf auf (R, 9B), also eine Abbildung von B in R (schwierig).
Ziel: Beschreibung durch eine Abbildung von R in R (einfacher).

Definition 5.17 Die Verteilungsfunktion F zu einem Wahrscheinlichkeitsma8i P auf (R, 8) wird definiert durch
F:R — R, F(z):= P((—o0,z]) fiir alle z € R.
Ist P eine Verteilung einer ZV X, so nennen wir F' auch Verteilungsfunktion zu X.

Da die Mengen (—o0, z], € R, ein N-stabiles Erzeugendensystem von 9B bilden (Satz 5.14), wird P durch das zugehdrige
F eindeutig festgelegt (Satz 5.9).

Satz 5.18 Ist F eine Verteilungsfunktion zu einem WMa$ P auf (R, B), so hat F die folgenden Eigenschaften:
& g g
(i) lm F(z)=0, lim F(z)=1
——00 T—r00
(ii) F' ist schwach monoton steigend.
(iii) F ist stetig von rechts.
Beweis: (ii) folgt unmittelbar aus der Monotonie von P (siehe Satz 1.6 (iv))
(1) Sei (zn)neny € Rmit lim z, = —oco. Setze yn := Sup . Dann gilt £, < yn, yn | —00, also (—oo,z] | @, und es
n—oo

m>n

folgt mit der “Stetigkeit von P in der leeren Menge” (Aufgabe 5 (a) mit (| A, = 0):
n=1
0 < F(zn) < F(yn) = P((—00,yn]) — 0 fiir n — oo, also F(zn) — 0.
Die andere Aussage erhilt man analog wegen der Stetigkeit von P von unten (in der Gesamtmenge R, Satz 1.7
(b))-
(iii) Ist (zn)neny € R mit z, >z, T, — x, so gilt fir y, := sup Tm, ym | , also

m>n

F(z) = P((—00,]) < P((—00,@n]) < P((—00,ya]) — P((—00,]) = F(a),

da die (—00,yYn]nen eine antitone Folge bilden. d
Wir wollen nun zeigen, dafl die Eigenschaftsliste vollstindig ist, d.h. daff zu jedem F' mit den Eigenschaften (i)-(iii) ein
WDMaf P existiert, dessen Verteilungsfunktion F' ist.

Definition 5.19 Es sei F eine Funktion mit den Eigenschaften (i)-(iii) aus Satz 5.18. Dann definieren wir die
Quantilfunktion Q zu F durch @ : (0,1) = R, Q(y) := inf{z € R : F(z) > y} (wir schreiben auch F~* fiir Q).

Ist X eine ZV mit Verteilungsfunktion F, so nennt man F~'(a) (0 < a < 1) F(X)
auch das a-Quantil zu X (bzw. £(X), F). Es ist dies der kleinste Wert g, mit der 1
Eigenschaft, dafl der Wert von X mit W. > o nicht grofler ist.
0o , <0
Im Falle X ~ unif(0,1) erhilt man: F(X)=P(X<z)=¢ z , 0<z<l1
1, z>1 - 1 X
F kann auch “springen”: F kann auch “Konstantheitsintervalle” haben:
F(X) F(x)
1 _ 1
- JJﬁ
} L X ] X
1 1

Nur wenn F stetig und streng monoton wichst ist, ist F~ ' die Umkehrfunktion zu F “im iiblichen Sinne”.

Lemma 5.20 y< F(z) < F'(y) <=z
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Beweis: “=>" folgt unmittelbar aus der Definition von F~'.
Da aufierdem F(z) <y = F(z+ 1) <y fiir ein n € N, denn f ist stetig von rechts = F~'(y) >z + 1, denn
F ist schwach monoton steigend = F~'(y) > z gilt, hat man auch die Gegenrichtung. O

Satz 5.21 Essei F : R — R eine Funktion mit den Eigenschaften (i)-(iii) aus Satz 5.18. Dann existiert ein WMaf

P auf (R, B) mit Verteilungsfunktion F'.

Beweis: Es sei Q = (0,1), 2 :=Bg,1) und Py = unif(0,1). Wir definieren nun X : @ — R durch X(w) := F~!(w).
Dann ist X eine ZV (Mefibarkeit folgt aus der Monotonie und Aufgabe 29 (c)), und Lemma 5.20 liefert fiir
P .= £(X):
P((—o0,z]) =Py(X <z) =P ({w € Q: F Y (w)<z}) = Ph({w € Q :w < F(z)}) = Po((0, F(z)]) = F(z). O

Beispiel: Wiirfelwurf
Der Ubergang von P : 8 — R zu F : R — R wurde durch Eigenschaften von R F(X)
ermoglicht und bedeutet eine erhebliche Vereinfachung. Satz 5.21 zeigt auch, dafl
es zu jedem WMaf auf (R, B) eine ZV mit diesem WMaf als Verteilung gibt. 1
In den Ubungen wird gezeigt, dafl Verteilungsfunktionen linksseitige Limiten F'(z—) —
haben, und P(X = z) = F(z) — F(z—) (Sprung in z) gilt. —
Die Verteilungsfunktionen zu einer diskreten ZV besteht nur aus Spriingen, deren

ol

Hohe durch die Massenfunktion angegeben werden. e X
123456
Ist f : R — Ry eine Funktion mit [ f(z)dz =1, so wird nach dem obigen Resultat durch P((—oo,z]) := [ f(y)dy
fiir alle x € R ein WMa$f auf (R, B) definiert, das WMaf} mit (Riemann-) Dichte f.
Verteilung Dichte

Beispiel 5.22 Bei P = unif(0,1) hat man 1 1

0 , =<0 ®
P((~ooa) =4 = , 0<z<1 = | f(y)dymit

1, z>1 -

~_J 0 , x>loderz<0
f(y) - { 1 , O<z<1 - 1(0’1)($). | ;1 1

zu unif(0,1)

WDichten sind in mancher Hinsicht ein infintesimales Analogon zur WMassenfunktion, es kénnen aber Werte > 1
angenommen werden. Ganz allgemein: P(X € A) = f f(z)dz (Die Wahrscheinlichkeit ergibt sich als Fliche unter f).

5.6 Einige wichtige Verteilungen mit Riemann-Dichten

5.6.1 Gleich- bzw. Rechteck-Verteilung

Die Funktion fop : R — R, fa,,,z{ a0 a<@<b

0 , sonst hat die Eigenschaften

fap >0, f fap(z)de =1 (wobei —oco < a < b < o), ist also eine WDichte.

Das zugehorige WMaB nennen wir die Gleich- oder Rechteckverteilung auf (a,b) und schreiben unif(a,b).

Alle diese Verteilungen gehen durch affine Transformationen aus unif(0, 1) hervor: hat X die Verteilung unif(0,1), so
gilt firY:=a+(b-a)X P <y)=PX <¥2) =12 fiira <y <b. Aulerdem ist P(Y <y) =0 fiir y < a, und

P(Y <y) =1 fiir y > b, also insgesamt P(Y < y) f fap(z)dz, d.h. Y ~ unif(a,b).

Beispiel 5.23 Ein Stab der Linge 1 zerbricht an einer zufilligen Stelle. Wir machen die (etwas unrealistische)

Annahme, daf§ alle Bruchpositionen gleich wahrscheinlich sind und erhalten als Modell fiir dieses Zufallsexperiment

den WRaum (Q,%, P) mit Q = (0,1), A = B(o1), P = unif(0,1). Die Lénge des kiirzeren Bruchstiickes ist X (w) =

min{w,1 —w}. (Nach Satz 5.16 ist dies eine ZV). Welche Verteilung hat X?

Klar: P(X <z) = (1) : ig%

Fiir z € (0, 1) erhélt man:
P(X<z)=P{weQ:w<zoderl—w<z})=P(0,z]U[l-2,1))=(z—-0)+(1—-(1—2)) =2z

Dies ist die Verteilungsfunktion zu unif(0, 1), d.h. es gilt: X ~ unif(0, 1).
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5.6.2 Gamma- und Exponential-Verteilung

Die Gamma—Ver’ceilung mit Parametern o und A (o > 0, A > 0) ist die Verteilung mit Dichte
far(z) = I‘(a) 2> 1A% >® fiir £ > 0, 0 sonst.

(Hierbei ist I'(2) := [ 2*~'e”“dz die Gammafunktion.)

0
Schreibweise: I'(a, A). Taucht in verschiedenen Zusammenhingen auf (Wartezeiten, Statistik, ... )
Besonders wichtig ist der Fall o = 1, der auf die Exponentialverteilung fiihrt.

5.6.3 Normalverteilung

Die Normalverteilung mit den Parametern y und o2, kurz N(u,o?), Das Diagramm zeigt die GauBsche Glockenkurve:

wobei 1 € R beliebig und o2 > 0 ist die Verteilung mit der Dichte

Puo? = oz exp(— 5,2 (z — p)?), z €R.

Die Parameter p und o beschreiben die Lage und Breite von ¢.
Im Falle p = 0, ¢ = 1 spricht man von den Standardparametern,
N(0,1) ist die Standardverteilung.

Offensichtlich gilt: ¢, ,2 = 2p01(£) Vz €R.

Die Verteilungsfunktion zu N(0, 1) ist ® mit

R — [0,1]
(3 . —
z =  ®(z):= f 5= exp(— )dy | | |
Eine Variante hiervon ist als “Fehlerfunktlon” bekannt. p-o u u+o

® ist vertafelt und in géngigen Softwarepaketen
enthalten. Fiir statistische Anwendungen sind die
zugehorigen a-Quantile von Bedeutung:

Lemma 5.24
(1) J buo2(z)dz=1 VpeR, o> >0.

(i) ®(z)=1—-®(—z) VzeR

(i) X ~N(y,0?%), a#0, bER = Y :=aX +b~ N(ap+b,a%0?)

Beweis:

(1) Substitution Y= %(:c — 1) zeigt, daB es reicht, den Fall 4 = 0, 0% =1 zu behandeln:

2 oo
(f e~ T d:L' f f exp(—1(z® +y?))dzdy = [ [ rexp(—lrz) drdp = 2m.
—o00 —00 0 0 | 2 ,
— 4= exp(—372)

09 | 095 | 0975 | 099 | 0.995
uo | 1.2816 | 1.6449 | 1.9600 | 2.3263 | 2.5758

®(uq) = @

(ii)  folgt sofort mit p(z) = p(—=z) (¢ steht fiir ¢o,1).

y—>b
(iti) Im Falle ¢ > 0 hat man P(Y <y)=P(X < 2b) f T exp(— gz (z — p)*)de

— (ap +b))?) de’ mit ' = az + b, also: Y ~ N(ap + b, 0%a?).

J

= [ = (- s @
o V2mo? a2 202%a?

Dichte zu N(ap + b,c%a?)

Wegen (ii) und (iii) reicht es, die Verteilungsfunktion zu N (u, 0?) fiir Standardparameter und Argumente > 0 zu
vertafeln; beispielsweise gilt: uq = —u1-aq- O

5.7 Erwartungswerte

Die “amtliche” Verallgemeinerung des diskreten Falls erfordert das (allgemeine) Lebesgue-Integral (Stochastik 2), wir
begniigen uns mit Andeutungen.
Ist X eine ZV mit Dichte f, und setzt man fiir alle x € R [z]:=min{k € Z: k >z}, |z| :=max{k € Z: k < z},
so wird durch X, :=27"|2"X|, X, := 27"[2" X] eine Familie von diskreten ZV definiert mit
Xp <X < Xy Xpn—Xp <277

(k+1)-27"
Bei diesen kdnnen wir den Erwartungswert ausrechnen: EX, = 3 27 "kP(Xp =k -2"")= > 2"k [  f(z)dz
kez keZ k-2—n

= }o L2;—fjf(atr)d:c < _}o zf(z)dz < _}o r22"—,f]f(:c)cl:c =...=EX,.

Es liegt also nahe, den Erwartungswert von X (im Falle [ |z|f(z)dz < co) zu definieren durch EX := [z f(z)dz



26 KAPITEL 5. ALLGEMEINE WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME

Kritikpunkte: 1. Beweise von Linearitit, Eg(X) = [ g(z)f(z)dz wird unsiglich.
2. Es gibt auch ZV, die weder diskret sind, noch eine Dichte haben.

(oo}

Beispiel 5.25 Im Falle X ~ N(y,0?) erhilt man EX = [ azﬁ exp(— 52z (z — p)?)de

T 1 1 . 71 1 N
= [@) g expl g (o= )t [ expl— g (= ) = g
=0, wegen Symmetrie =1, da Integal iiber Dichte

5.8 Unabhingigkeit

Bisher waren o-Algebren nur “notwendiges Ubel”. Sie spielen aber auch beim Unabhingigkeitsbegriff und als Informa-
tionsreprésentanten eine wichtige Rolle.

Satz und Definition 5.26 Es sei X eine Zufallsgrofe auf dem WRaum (2, 2, P) mit Werten in (',2'). Dann
ist {X!(A): Ac U} eine o-Algebra, die von X erzeugte o-Algebra o(X).
Ist ¢’ ein N-stabiles Erzeugendensystem von 2, so ist {X "*(E') : E' € &'} ein N-stabiles Erzeugendensystem von o(X).

Beweis: Der erste Teil folgt leicht mit Q = X~1(Q'), X~1(4°) = (X"1(4))°, X (U 4n) = U X (4n).
i=1 i=1
Zweiter Teil: Ubungsaufgabe O

Kennen wir das Resultat w eines Zufallsexperiments, so konnen wir von jedem Ereignis A € 2 sagen, ob es eingetreten
ist oder nicht; o(X) ist die Menge der Ereignisse, fiir die wir diese Entscheidung treffen konnen, wenn uns X (w) bekannt
ist.

Definition 5.27 Es sei (0,2, P) ein WRaum, I # 0.
(a) Eine Familie {*; : ¢ € I} von Unter-o-Algebren von 2 heifit stochastisch unabhiingig, wenn fiir jede endliche
Teilmenge J = {j1,..- ,jn} von I und alle A;, € A;,,... ,A;, € A;, gilt:
(%) P(N 4;) = ]I P(4)
jes 2

(b) Ist fiir jedes ¢ € I X; eine Zufallsvariable auf (Q,2(, P) mit Werten in (Q;,%;), so heiflt die Familie {X; : ¢ € I}
stochastisch unabhéngig (kurz: die X;’s sind unabhingig), wenn die Familie {o(X;) : ¢ € I} der erzeugten o-
Algebren im Sinne von (a) unabh#ngig ist.

Der folgende Satz zeigt, dafl man sich beim Nachweis von (*) auf N-stabile Erzeugendensysteme beschrinken kann.

Satz 5.28 Es sei (2,9, P) ein WRaum.

Fiir jedes i € T # () sei %; eine Unter-o-Algebra von % mit N-stabilem Erzeugendensystem &;.

Gilt dann P( (N E;) = [[ P(Ej;) fiir alle endlichen J = {j1,...,jn} C I, Ej, € &;,, so sind die ¥;, ¢ € I, unabhingig.
jes jes

Beweis: Sei J = {j1,...jn} C I, Dj, die Menge alle A € 2;, mit P(ANE;, N...NE;,) = P(A)-P(Ej,):...- P(Ej,)
fir alle E;, € €;,,..., E;, € ¢&;,.
Man sieht leicht, dafl D;, ein Dynkin-System ist.
Da Dj, den N-stabilen Erzeuger &;, von 2;, enthilt, folgt D;; = 2;; mit Satz 5.18 (ii).
Im zweiten Schritt sei D;, die Menge aller A € ;, mit

P(A“ ﬂAﬂEJ’S n... ﬂEi") = P(A“) P(A) ~P(Ej3) . -P(Ejn).

Man sieht wieder, dafl Dj, ein Dynkin-System ist, das nach dem bereits bewiesenen Teil €;, enthilt, also gilt:
Dj, = Uj,.

Nach insgesamt n Schritten dieser Art hat man die gesamte Beziehung
P(Aj;; NAj,N...NA;,) =P(A4;,) P(Aj,) ... - P(4;,) fir alle Aj, € Aj,,... , A, €j,. O

Bei einer diskreten ZufallsgréBe X bilden die Mengen X ~!({z}), = € Bild(X), ein N-stabiles Erzeugendensystem von
o(X) (Satz 5.26); Satz 4.18 zeigt also, dafl Definition 5.27 (b) zur Definition 4.17 “abwértskompatibel” ist. Der Zugang
iiber o-Algebren hat auch Vorteile, beispielsweise im Beweis von Satz 5.29.

Satz 5.29 Fiir jedes i € I sei X; eine Zufallsgrofie mit Werten in (Q;,2;), (9, 2A.) seien weiterere, meSbare Riume
und g; : Qi — Qi (i, A;)-meBbare Funktionen. Ist dann {X; : i € I} eine unabhéngige Familie, so ist auch {Y; : 5 € I'}
mit Y; := g;(X;) unabhéngig. (kurz: Funktionen von unabhingigen Zufallsgréfen sind wieder unabhingig.)

Beweis: 0(Y;) C o(Xs) O
Beispiel 5.30 Es sei (0,2, P) = ([0,1), Bo,1), unif(0,1)).

Fiir jedes n € N werde X, : Q — {0, 1} definiert durch X, (w) := [2"w]| — 2[2" " w].

Dann gilt w = ) 27" X, (w) = 0.X1 (w)X2(w) ... ist “die” Binérdarstellung von w.
n=1

Fir alle ki,... ks € {0,1} gilt: P(X1 =Fk1,...,Xp =kn) = P{w € Q: 3. 27 <w < 3. 27k +27"}) = 27" (das
=1 =1
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Intervall besteht aus allen w € [0,1), deren Binirdarstellung mit den Ziffern (Bits) k1, ... ,k» beginnt.)
Fiir beliebige 41 < ¢2 < ... < i, erhdlt man somit
P(Xiy=1,..., X, =1)= Y P(X1=kiy,...,Xi, =ki,)

(k1,- oo s ki ) € {0, 1}

k,-j =1firj=1,...,n
=27 #{(k1,... ,ki,) € {0,1}" 1 kj; =1fiir j=1,...,n} =27% - 2"~ = 27", denn n Positionen sind festgelegt.
Insbesondere folgt P(X;; = 1) = 1 und damit P(X;, =1,...,X;, =1) = P(Xi, =1)-...- P(Xi, = 1).

Da {X;'({1})} ein N-stabiles Erzeugendensystem von o(X;) ist, ist damit gezeigt, daf8 die ZV X1, X2,... unabhingig
sind, aufierdem gilt: £(X;) = Bin(1, ).

Die gesamte Konstruktion kann also Modell fiir den unendlich oft wiederholten Wurf einer fairen Miinze dienen.
Umgekehrt lieflie sich aus einer unenlichen Folge &1,k ... von Miinzwiirfen eine auf [0,1) gleichverteilte Zahl z durch

s -
z:= ) k;27" konstruieren.
i=1
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Kapitel 6

Verteilungskonvergenz und
Normalapproximation

6.1 Verteilungskonvergenz

Aus Satz 4.4 bekannt: Bin(n,p) kann bei grolem n und kleinem p durch die Poissonverteilung mit Parameter A = np
approximiert werden.
Jetzt allgemeiner: Approximation von Verteilungen und zugehdrige Grenzwertsétze.

Beispiel 6.1 Die Zufallsvariablen Xi,..., X, seien unabhéingig und unif(0,1)-verteilt. Wir interessieren uns fiir
die Verteilung des Minimums Y;, := min{X1,... ,X,}.

Die zugehdrige Verteilungsfunktion ist Fy,(y) =P Y,<y)=1-PX1>y,...,Xn>y) =

n 1_(1_y)n ) OSySI
1-P(X1>y).... PXn>y)=1—-1](1 - Fx;(y)) = 0 , y<bo0
=1 1, y>1
1, y>0

Mit » — oo erhalten wir den (punktweisen) Limes (beachte: keine Verteilungsfunktion, da nicht

0, y<o0
rechtsstetig in 0). Dies gibt uns die intuitive und nicht sonderlich interessante Aussage, dal das Minimum “in gewisser
Weise” gegen 0 geht.

Umskalieren: Betrachte n - Y, (statt Y3,).

Fiir alle y > 0 gilt mit n grof} genug:

Fuy,(y) = P(nY, <y) =P, < 4 =1-(1-L)" e 1 —e Y d.h. bei groflem n ist nY;, niherungsweise
exponentialverteilt mit Parameter 1.

Fir WMa#f gibt es eine ganze Reihe von Konvergenzbegriffen. Der wichtigste:

Definition 6.2 Es seien P, P, (n € N) WMafBe auf (R, B) mit den Verteilungsfunktionen F, F, (n € N).
C(F):={z € R: F stetig in z} (Menge der Stetigkeitspunkte von F'). Gilt dann: le F,(z) = F(z) fiir alle z € C(F),

so sagt man, dafl P, schwach gegen P konvergiert (P, , P, w: “weak”). Sind X, X, (n € N) ZV mit Verteilungen
P, P, (n € N), so sagt man in dieser Situation, dafl X,, in Verteilung gegen X konvergiert (X, L x, “distribution”).

Warum Einschrinkung auf C'(F')? Ohne diese Einschrinkung wiirde man mit X, = % nicht den Limes X = 0 erhalten.
1+ I:n 1 F

S|k -

29
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6.2 Normalapproximation bei Poisson-Verteilungen

Es sei X Poisson-verteilt mit Parameter .

Beispiel 4.11.(ii) liefert EX = X, war(X) = ), mit Chebychev (Satz 4.27.(ii)) PA(|X — A| > C - V) < =2

Die Hauptmenge der Vertellung liegt also im Intervall I(C,\) := [A — CV A, A + CVA NNy

Es sei o(z|p,02) = \/2= exp(— 5=z (z—p)?) die Dichte zu N(u,0?). Der folgende Satz zeigt, dal Px(X = k) bei grofiem
A auf I(C, ) gleichmé8ig durch ¢(k|), \) approximiert werden kann:

Satz 6.3 (Normalapproximation fiir Poisson-Verteilungen, lokale Form)
—Aak
- e e s _
Fiir alle C' > 0 gilt: keSII(lg’)\) T D) 1‘ el 0.
Beweis: Sei C' > 0. Wir setzen, fir k € N, A >0
g(k|A) :=log PA(X = k) = —A + klog A —log k!
z(k,A) = %(k —A).
Dann gilt: g(k|A) — g(k — 1|]A\) = log A — log k sowie |z(k, A)| < C fiir alle k € I(C, )).
Mit log(1 + ) =  + O(z?) (z — 0) erhélt man logk = log(A + vV Az(k,\)) = log X + log(1 + %z(k, A)) = log A +

ﬁz(k, A) + O(3) mit A — oo, gleichmésig auf I(C, \).

k k
Damit g(k[A) — g([Al[A) = j=§j+1(g(ﬂ)‘) —9(F+1}) = _ﬁj=§+lz(% A)+0() =

Die Anzahl der Summanden ist wegen k € I(C, \) maximal C - VA, CvV/X - 0(3) = O(%)

(die “Ungenauigkeit” landet im O(_)-Term)
k
x szi 1(1’ —X)+0(J) = -5k =2+ 0(%)
=0+

Setzt man h(}) := exp(g(|A]|A)), so haben wir gezeigt: Px(X = k) = h(X) exp(—55(k — A)?)(1 + O(ﬁ))
Es bleibt zu zeigen:

*) lim v27Ah(A) =1

A—00

Hierfiir summieren wir die bereits erhaltene Approximation iiber I(C,\):

— 2 —
1> P(XeICN) =hN)( % exp(-45325)(14+0(2)) = VIR +0(L) ¥ 2e(k2)
keI(C,\) |k=A|<CVX
c
Ganz rechts steht eine Riemann-Summe. Diese konvergiert (mit A — o) gegen [ ¢(z)dz, d.h.
> (limsup V2w Ah())) f o(z
A—o00
Mit C' — oo folgt hieraus wegen f p(z)dz =1: lim sup v27AR(A) < 1
—0 A—o00
Andererseits hat man nach Chebychev (siche Bemerkung vor diesem Satz) 1 — é < P\(X € I(C,A)) = ..., also
c
(li}\m inf V27 AR(X)) / o(z)dz > 1-— % und damit li)fn inf V27 AR(X) > 1
~ il ~ ) “c N — 00
héngt nicht von C ab — —1mit C = o0
— 1 mit C = o0

Damit ist (*) bewiesen. O
Als Korollar ergibt sich eine (be)merkenswerte Formel:
Korollar 6.4 (Stirling-Formel)

n! ~ v/2mrne”"n" (in dem Sinne, dal das Verhéltnis gegen 1 geht.)
Beweis: Setze A = A\, = n, k = n, verwende Satz 6.3.

-k

< A2%° 1 glm. auf I(C, A) := [A — CvVX, A+ CV| O

\/ﬁ exp(— o5 (k—X)?)
Satz 6.5 (Normalapproximation fiir Poisson-Verteilungen, kummulative Form)

Fiir alle A > 0 sei X eine zum Parameter A poissonverteilte ZV. Dann gilt S(X\*F;)‘) 2, N(0,1).
Beweis: Fiir beliebige a,b € R mit a < b gibt es ein C' > 0 mit [a,b] C [-C, ], also folgt wie im Beweis von Satz 6.3:

lim P(a < ¥a=2 < p) = lim = P(X) = k) = lim E (k2 f<p Ydz = ®(b) — ®(a),
A— o0 v A_>O°)\+aﬁ§k§>\+bﬁ A—00 o< WS ‘/_

wobei ® die Verteilungsfunktion zu N(0,1) bezeichnet.
Es bleibt zu zeigen, dal a durch —oo ersetzt werden kann.

Sei hierzu € > 0. Dann existiert ein ¢ > —oo mit ®(a) < £, und P(X\*/—)‘ < a) < £ fiir alle A > 0 (mit Chebychev erhalt
man fiir die W. die von A unabhéingige Oberschranke =% ). Die Dreiecksungleichung liefert:

|P(F222 <) — 3(b)| < |P(a < 222 <b) — (B(b) — ¥(a))| + P(F252 < a) + B(a).
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Hieraus und aus den Bedingungen an a folgt, daf§ jeder Hiufungspunkt von |P(X\*/§>‘) — ®(b)| bei A - 0o < eist. Da
¢ beliebig war, folgt lim P(F222 <b) = &(b) fiir alle b € R. |
— 00

6.3 Normalapproximation bei der Binomialverteilung

Wie betrachten nun das Verhalten von Bin(n,p) bei n — oo und festem p € (0, 1).

Satz 6.6 (Normalapproximation fiir Binomialverteilungen, lokale Form)
Es sei p € (0,1) und, fiir alle C > 0, n € N, I(C,n) := [np — Cy/n,np + Cy/n] N {0, ... ,n}. Dann gilt fiir alle C > 0:

G)e*a-pn—* 1‘ -0

im sup | oETE T E

N0 kel(C,n)
2 k_ ¢ '}T’vce_”‘lﬁ—_kk'
Beweis: Setzt man A = np, u = n(1 — p), so gilt (Z)p 1-p)" "= e—(AT(*(L,‘_)")

Dieser Trick wird durch den aus Beispiel 4.26 bekannten Sachverhalt PX!1X+Y = Bin(X+Y, -2-) bei X, Y unabhingig,
pumn

X ~ Poisson()\), Y ~ Poisson(u) nahegelegt.) Wendet man Satz 6.3 dreimal an, so folgt:
W\ (] py—k o 2GRN k) _ Tamx P35 KN gaog exp (=g exp(— g (nk-m)®)

IS \/ZR(IHM) exp(— gonargy (n—A—p)?)
_ 1 1 2 1 2\ __ 1 1 1 1 2
= 7o\ wntip Oz (k= 10)" — 5 (n —k = n(1 = p))%) = o exp(— 3 (; + 15) (k —7p)")
= ¢(k|np, np(1 — p)). g

Satz 6.7 (deMoivre-Laplace)
Es sei X1, X32,... eine Folge von unabhéngigen ZV mit P(X; =1) =1 — P(X; = 0) = p fiir alle ¢ € N, wobei p € (0,1)
. n .e . Sn—n w .
fest. Sei Sy, := Z; X; fiir alle n € N. Dann gilt £ (ﬁ) — N(0,1) mit n — oo.
Beweis: Wegen S, ~ Bin(n, p) ist dies eine kummulative Form von Satz 6.6. Der Beweis verliuft dhnlich wie bei Satz
6.5.
O

Bemerkung 6.8 Es sei (X,),cn eine Folge von ZV mit endlichem zweiten Moment. Dann nennt man (Sy)nen

13
. L T . x . Sp—ESp . ~ .. .
mit Sy, := i_g 1X2 die Folge der Partialsummen und S;, := Ve die n-te standardisierte Partialsumme.

(Warum “standardisiert”? ES;, = 0, var(S;) = 1)

Man sagt, daB (X, )nen dem zentralen Grenzwertsatz (ZGWS) geniigt, wenn S;, mit n — oo in Verteilung gegen N (0, 1)
konvergiert, wenn also gilt: nh_}rrolo P(S;, <y) = ®(y) fir alle y € R.

Satz 6.7 zeigt, daB (Xp)nen dem ZGWS geniigt, wenn die X, unabhingig und Bin(1l,p)-verteilt sind. Sind die X,
unabhéngig und Poissonverteilt mit Parameter A, so ist nach Beispiel 4.26 S,, Poissonverteilt mit Parameter A, :=n- A,
mit der “Folgenvariante” von Satz 6.5 folgt, daf$ auch in diesem Fall (X, )pen dem ZGWS geniigt.

In Stochastik IT wird gezeigt, daf dies bei unabhingigen, identisch verteilten X,, immer gilt, wenn nur EX;2 < co.

Bemerkung 6.9 Wir haben die jeweilige Aussage zur Verteilungskonvergenz aus einer entsprechenden lokalen
Aussage hergeleitet, die stirker ist: Nach Satz 6.6 kann die WMassenfunktion zu Bin(n,p) durch die WDichte der
Normalverteilung approximiert werden, deren Lage- und Breiteparameter mit dem Erwartungswert und der Varianz
von Bin(n,p) iibereinstimmen.

Numerische Beispiele

n =100, p = 1 (Miinzwurf)
k | 40 45 50 99
P(X =k) 0.01084 0.04847 0.07959 0.7889-10 >°
Normalapprox. ‘ 0.01080 0.04839  0.07979 0.1115-10~*

und bei n =100, p = ; (Wiirfelwurf)
k | 5 10 16 17
P(X =k) 0.00129 0.02140 0.1065 0.1052
Normalapprox. ‘ 0.00080 0.02161 0.1053 0.1066

Grob gilt: Die Approximation fiir k-Werte in der Ndhe von n - p ist besser als “am Rand”, und bei gegebenem n ist die
Approximation fiir p-Werte in der Nihe von % besser als fiir p-Werte nahe bei 0 oder 1.

Bemerkung 6.10 Ist F, die Verteilungsfunktion einer auf Z konzentrierten Verteilung, so ist F, auf dem Intervall
[k,k + 1), k € Z, konstant. Approximiert man F,, durch eine stetige Verteilungsfunktion F' (beispielsweise die einer
Normalverteilung), so erhalt man h#ufig eine gréflere Genauigkeit, wenn man F,(k) durch F'(k + 0.5) approximiert
(Stetigkeitskorrektur).
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k k+1

Beispiel 6.11 Mit welcher Wahrscheinlichkeit erscheint beim 600-maligen Wiirfelwurf eines fairen Wiirfels minde-
stens 90 und hochstens 105-mal eine 67

. . 105 600 1\k /5\600—k
Tatséchlicher Wert: > (%) (3)" ()
k=90
Der Satz von deMoivre-Laplace liefert: P(90 < Seo0 < 105) = P(Se00 < 105) — P(Ss00 < 89)

= P(S500 < —105%)0) — P(Sgoo < 8\9/_%)) =~ é(\/ig) — @(\7%) =0.5939...
Mit Stetigkeitskorrektur: P(90 < Seoo < 105) = P(Ss0 < 105.5) — P(Ss00 < 89.5) ~ 0.6015 ...

= 0.60501...




Kapitel 7

Grundbegriffe der Statistik

7.1 Allgemeines

In der WTheorie geht man (stark vereinfacht) von einem Modell (2,2, P) fiir ein Zufallsexperiment aus und berechnet
beispielsweise die W. eines Ereignisses A.

In der Statistik soll man, ausgehend von den bei der Ausfiihrung des Experiments gewonnenen Daten, eine Aussage
iiber das zugehorige (unbekannte) P machen.

Beim 10fachen Miinzwurf ist beispielsweise eine typische wtheoretische Fragestellung “mit welcher Wahrscheinlichkeit
kommt 8-mal Kopf, wenn die Miinze fair ist?”

Eine typische statistische Frage ist “Es kam 8 Mal Kopf. Welchen Wert hat p, die W. fiir Kopf? Ist die Miinze fair (d.h.
gilt p= 3)”

Allgemeine Struktur: Der Stichprobenraum X ist eine Menge, die die méglichen Daten z enthilt (in diesem Absatz ist
X stets “diskret”, d.h. endlich oder abzdhlbar unendlich). Auf X hat man eine Familie 8 von WMaflen, die “in Frage
kommenden Verteilungen fiir die Daten”. 8 kann die Menge aller WMafle auf X sein, hat aber i.A. eine bestimmte
Struktur. Im Falle = {Pp : § € ©}, © C R? nennt man P eine parametrische Klasse, © ist die Parametermenge
(der Parameterraum). Die Daten =z € X konnen als Realisierung einer Zufallsgréfle X : € — X mit unbekannter
Verteilung £(X) € B betrachtet werden. Wird beispielsweise beim 10fachen Miinzwurf nur die Anzahl der “Kopf”-
Wiirfe beobachtet, so kénnte man ¥ = {0,1,...,10}, Py = Bin(10,6), © = [0, 1] wéhlen.

Klar: Die Beobachtung z = 8 148t die exakte Bestimmung des unbekannten Parameters 6 nicht zu: auf der Basis von
zufilligen Beobachtungen lassen sich i.A. keine absolut sicheren (nicht-trivialen) Schliisse ziehen.'

Die hauptséichlichen Verfahren: Schitzen, Tests und Konfidenzbereiche

7.2 Schitztheorie

Ein Schitzer (auch Schitzfunktion) ist eine Abbildung 6 : X — ©, die jeder Beobachtung x einen Schitzwert 6 = 6(z)
fiir den unbekannten Parameter 6 zuordnet. Naheliegend im Miinzwurfbeispiel: 6= 15+
Wie erhilt man gute Schitzfunktionen?

Ein plausibles und sehr wichtiges Prinzip besteht darin, dafl man den Wert 6 wéhlt, unter dem die Beobachtung z die
grofite W. hat. Dies ist die Maximum-Likelihood-Methode. (“Maximale Plausibilitét”)

Definition 7.1 Essei g = {P : € ©} eine Familie von WMaflen auf der abzéihlbaren Menge X.

Dann heifit I(-|z) : © — R, I(f|z) = Ps({z}) die Likelihood-Funktion (bei Vorliegen von z € X); log P(:|z) ist die
Log-Likelihood-Funktion. Hat  : X — © die Eigenschaft [(6(z)|x) = sup{l(6|z) : § € O} Vz, so nennen wir § einen
Maximum-Likelihood-Schétzer fiir § (ML).

Es konnen allerlei Schwierigkeiten auftreten: Das Supremum wird u.U. nicht angenommen, oder ist nicht eindeutig, etc.

Beispiel 7.2 Ein See enthalte eine unbekannte Anzahl N von Fischen. Es werden M Fische gefangen, markiert
und wieder freigelassen. Nach einer gewissen Zeit werden n Fische gefangen, unter diesen befinden sich z markierte. Ein
Schitzer fiir NV ist gesucht.
Unter gewissen Voraussetzungen (Fische “vermischen” sich, etc.) erscheint das folgende Modell verniinftig: M und n
sind bekannt, N ist der unbekannte Parameter und z € X = {0, ... ,n} ist die Beobachtung.

()22

)

Die Beobachtung ist hypergeometrisch verteilt mit den Parametern N, M und n, also Px({z}) =

M N-—-M N-—-1
Pved) _ DGINETY _ v-my(v-n)
Pyoa(zD = (M) (M) (Vo) T N(N-M-nta)”

Dann gilt:

You can’t make a silk purse out of a sou’s ear ...

33
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< <
Hieraus folgt: Py({z}) = Pv-1({z}) &= (N-M)(N —n) =
> >
N — Py({z}) wird maximal fir N := |22 ] (im Falle 22 € N wird das Maximum in N und N — 1 angenommen).

N(N-M—-n+z) < nM Nz und damit

VIl A

Diesen Schétzer erhélt man auch, wenn man davon ausgeht, daf8 der Anteil der markierten Fische im Fang, I, ungeféhr
iibereinstimmen sollte mit %, dem Anteil der markierten Fische im See.

Beispiel 7.3 Ein Zufallsexperiment, in dem ein bestimmtes Ereignis A die unbekannte W. ¢ hat, wird n-mal
unabhingig wiederholt; € ist zu schitzen.

Schreiben wir 1 fiir das Eintreten von A und 0 sonst, so sind die resultierenden Daten Elemente von X = {0,1}", und
die moglichen Verteilungen von Py, 0 < 8 < 1 mit Py({(z1,...,2a)}) = (1 — )" 2i=12)9>i=12  Dies fiihrt auf
1(8|z) = (1 — 6)(*~Ei=12:) 9Tz o

Wir betrachten zunéchst die Randfille:

e Bei ) "', z; = 0 erhilt man das (eindeutige, globale) Maximum in 6=0,
e bei 327, #; = n erhilt man § = 1.

e Inden Féllen >  z; € {1,... ,n—1} hat man I(0|z) = I(1|z) =0, I(f|z) > 0 auf 0 < < 1, und das Maximum
ka,nn iiber Nullsetzen der Ableltung der Log-Likelihood- F‘unktlon gefunden werden:

Zlogl(flz) = —(n— 31 zi) 1y +(Xr,zi)5 =0 < 9=6:= Ly oz
Als ML ergibt sich also die relative Haufigkeit des Eintretens von A (auch in den Randféllen).
Beispiel 7.4 Eine Urne enthalte N mit den Zahlen 1 bis N numerierte Kugeln. Es werden nacheinander n Kugeln

entnommen und zuriickgelegt; anhand der beobachteten Zahlen soll N geschétzt werden.
Wir verwenden X = N* und * = {Pn : N € N}, wobei

[ N7 , falls max{zi,...,zn} <N
Pu{(anap={ V0 B
Bei festem n € Nist N~ " als Funktion von N monoton fallend. Dies fiihrt auf den ML-Schétzer Nasz, = max{z1,... ,2n}.

Bemerkung 7.5

(i)  Unser formales Modell geht von einem “Hintergrund WRaum” (2,2, P) aus; die beobachteten Daten z € X
werden als Werte (Realisierung) einer Zufallsgréfie X : Q — X betrachtet (also: Grofibuchstaben stehen fiir die
Abbildung selbst, kleine Buchstaben fiir ihre Werte). Die Verteilung £(X) von X ist ein (unbekanntes) Element P
von P = {Py : € ©}. Schitzfunktionen sind Abbildungen vom Datenraum X in den Parameterraum ©. Im Falle
© CRist also § = é(X ) eine ZV, deren Erwartungswert die Lage der Verteilung des Schitzers beschreibt. Diese
Verteilung (und damit auch der Erwartungswert) héngt von 6 € © ab: wir schreiben Ey0 fiir den Erwartungswert
von é(X ) unter der Voraussetzung, dal £(X) = Py gilt (d.h. 8 ist der “wahre Parameter”).

(ii)  Gelegentlich ist man nicht an 6 selbst, sondern an einem Wert n = g(f) interessiert (g heiflt Parameterfunktion).
Ist Oz ein Maximum-Likelihood-Schétzer fiir 6, so nennen wir Az, := g(éML) einen ML-Schétzer fiir 7.

(iii) Man kann alle Klassen 3 von WMaflen parametrisieren (beispielsweise durch sich selbst). Wir sprechen beispiels-
weise vom Schétzer eines Erwartungswertes ohne Bezug auf eine bestimmte Familie B.
(setze © =B, g(P) = EpX)

(iv) Man hat hiufig £ = (z1,...,2n), wobei die einzelnen Werte Realisierungen von unabhingigen Zufalls-
groflen Xi,...,X, sind, die alle dieselbe Verteilung @@ haben. Man nennt X,,...,X, dann eine Stichprobe
vom Umfang n aus Q.
Die Beispiele 7.3 und 7.4 haben diese Struktur mit @ = Bin(1,0) bzw. @ = unif{l,... ,N}.

Im Spezialfall © C R kann man die Differenz 6 — 6 bilden. Wiinschenswert wire, daf diese klein ist.

Definition 7.6 Es sei # ein Schétzer fiir eine reellwertige Parameterfunktion g(6).
(i)  Der Schétzer § heifit erwartungstreu (fiir n = g(6)), wenn gilt: Egf) = g(8) fiir alle § € ©
(englisch: “unbiased”, die Differenz Ey7 — g(€) wird auch Bias von 7} genannt.)
(ii) Die mittere quadratische Abweichung M SE(-,7) von 7 wird definiert durch
MSE(-,%): © = R", MSE(8,4) := E¢(/) — g())>. (MSE steht fiir mean square error)
Beispiel 7.7
(i) Essei Xi,... ,Xn eine Stichprobe aus einer (unbekannten) Verteilung Q mit Erwartungswert pu.
Dann ist X, := = Y1 | X; ein erwartungstreuer Schétzer fiir p.

EoX, =+ ZEQX np = p.

Man nennt X den Stichprobenmittelwert.
Als Stichprobenvarianz bezeichnet man S,” = 25 > | (Xi — X,)%.

2da es sich hier um ein Produkt handelt, liegt das nahe ...
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Warum —L- statt 1?7 Es gilt:

=EX;-EX;
= 2 - 2 ! R 2 2
E(Y, Xi)*= Y EX; + Y EXiX; =nEXi+n(n—1)(EX1)
=1 =1 i#£g
Y (Xi—Xn)* = EX2—2X ZX +nX, =3 X2 - L2 X7,
i=1 i i=1 i=1
Rl,_/
nXn
also ES;, = ;27(E(X X7) — (nEX? +n(n - 1)(EX1)?)) = ;37 ((n = DEXT — (n - 1)(EX1)®) = var(X1).

=1
Der Faktor 2 fiihrt also auf einen erwartungstreuen Schétzer fiir die Varianz der Verteilung; mit < also Faktor
wére der Schétzer also “im Mittel systematisch zu klein”.

(ii) Ist @ ein erwartungstreuer Schatzer fiir 6, so ist / := g(6) nicht unbedingt ein erwartungstreuer Schétzer fiir
1 := g(0). Weiterer Nachteil: In vielen Situationen gibt es keinen erwartungstreuen Schitzer.
Nur in trivialen Féllen existieren Schitzer, die den M SE gleichméBig minimieren: der “entartete” Schitzer § = 6o,
0o € O fest, hat MSE 0 in 6.
Typisch ist die Situation, die man erhilt, wenn man in der Situation von Beispiel 7.3 (Schétzen einer W.) die

Schitzer - l Z i und Oa:= %H(E z; + 1) vergleicht.
(GA vermelde’c dafl die W von A durch 0 bzw 1 geschitzt wird, wenn A niemals bzw. immer eingetreten ist.)

E99ML——EE6X =40, EgGA—n+2(EE9X +1) =

=1

(n@ + 1) (Oarr ist also erwartungstreu, 64 nicht.)

Bild fiir n = 10:
MSE

n+2

Bei erwartungstreuen Schéatzern ist der M SE gleich der Varianz
n
des Schitzers. Da Y X; unter Py Bin(n, 6)-verteilt ist, erhalten
i=1

wir:  MSE(0,0m1) = nzwm(zx) 0a-6), 0.025+ "
i=1

sowie nach einigen Rechnungen (oder dem Gebrauch von “Ma-
pel”) MSE(0,04) = m(l +nf — 40 — nd? + 467)
In 6 =0, § =1 hat also drr den kleineren MSE. 0
Fir 0 = % erhélt man

MSE(%;eML) = ﬁ > 4(n+2)2 = MSE(z,GA)
Keiner der Schétzer ist also gleichm&Big besser als der andere.

D>

|

1 ]
2

L&Bt man nur erwartungstreue Schétzer zu, so kann man (in dieser kleinen Klasse) gelegentlich gleichm#Big beste (im
M SE-Sinn also optimale) Schétzer finden.

Der folgende Satz liefert (unter bestimmten Bedingungen) eine Untergrenze fiir die Varianz (und damit den M SE) eines
erwartungstreuen Schitzers.

Satz 7.8 (Die Cramér-Rao- oder Informationsungleichung)
Es sei © = (a,b) mit —co < a < b < 00, 0 ein erwartungstreuer Schitzer fiir 6 mit existierendem zweiten Moment. Es
gelte weiter p(z|0) := Py({z}) >0 Vr € X, 6 € O, sowie
(1) 4 X p(z]6) = X 5p(«l6).
TEX zeX

2) & ;xé(w)p(mlﬁ = %}xé(m)g—(,p(mw)_
Insbesondere sei also § — p(z|0) differenzierbar fiir alle z € X.

SchlieBlich sei I(8) := Eq(Z logl(6]z))® (= Py %) < o0

Dann folgt: vargl > ﬁ

I
Beweis: Wegen 3 p(z|f) = 1 ergibt (1) Bo 2 logl(8]z) = P} pfjﬁ) p(z|6) =
zE

Die Erwartungstreue von zusammen mit (2) l1efert A

1=46=4 an(a:) £ Z 6(z)p(z|0) = E 0(:0)( log 1(8|z))p(z|8) = Eae(x)g—alogl(ﬂx) =1.
Verbindet man diese beiden Aussagen, so folgt Eg (9( )—0) (;90 log I(0|z) = 1.
Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (Satz 4.20) liefert nun vare(f(z)) - E ( log 1(6]x))? > 1. O

Haben wir eine Stichprobe Xi,..., X, mit einer Verteilung aus Q = {Qg : 6 E 0}, so ist X = (X1,...,Xn) eine
Zufallsgrofie mit Verteilung aus B = {Py : 6 € O}, wobei Py ({(z1,... ,2n)}) = H Qo({zi}).
Welcher Zusammenhang besteht zwischen Iy und qu" In der nahehegenden Notatlon gilt logl(8|X1,...,Xn) =

n

3 log L(8]X:), also In(6) = Eo(3 45 logl(61X:))* = 3 Fo(f logl(6]X0))* + 5 Fi(§y og {01X0) (4 10g 61X;)

=
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n - In(6), denn fiir ¢ # j gilt: Eg(2 logl(0]X:))(Z logl(0|X;)) = Eo(Z51ogl(8]X:)) - Eg(Zlogl(6|X;)), da Xi, X;
unabhingig sind mit Satz 5.29 und Satz 4.19.
Im Spezialfall @ = {(1 — 0)do + 61 : 0 < § < 1} ergibt sich
log(1—6 =
log (6]z) = log((1 — )60 + 681))({z}) = { cg(1~0) ., ==0

logd , z=1
und damit Iﬂ(e) = (ﬁf(l _ 9) + (%)20 — 9(1179)-
Dieses 1aft sich in der Situation von Beispiel 7.3 (Schitzen einer W. beim n-maligen Ausfiihren eines Experiments)
anwenden.

, also 2 logl(6|z) = { o
g

Die Informationsungleichung liefert als Unterschranke fiir die Varianz eines erwartungstreuen Schétzers den Wert
(nIa(8)) ' = 26(1—6). Aus den Bemerkungen nach Def. 7.6 ist bekannt, daf8 diese Unterschranke durch den Schétzer
“relative Haufigkeit” angenommen wird.

In der Familie der erwartungstreuen Schétzer ist dieser Schétzer also optimal in dem Sinn, daf er den M SE gleichméfig
auf (0,1) minimiert (in den Randpunkten {0,1} hat der Schitzer den MSE 0, ist also auf ganz [0, 1] optimal.)

In einigen der obigen Beispiele (7.3, 7.7(i)) haben wir fiir jeden Stichprobenumfang n einen Schitzer 6,.

Definition 7.9 Eine Folge (fjn)nen von Schitzern fiir einen reellwertigen Parameter 7 = g(6) heiBt konsistent,
wenn fiir alle € © gilt: lim P(|f, —n| > €) = 0 fiir alle € > 0.
n—r 00

Aus dem schwachen Gesetz der grofien Zahlen (Satz 4.28) folgt, daf8 in der Situation von Beispiel 7.7(i) der Stichpro-
benmittelwert ein konsistenter Schitzer fiir den Erwartungswert ist; als Spezialfall hiervon wiederum ergibt sich, dafl in
der Situation von Beispiel 7.3 die relative Hiufigkeit ein konsistenter Schétzer fiir die Wahrscheinlichkeit ist (genauer:
die Folge der relativen Haufigkeiten ist eine konsistente Schitzerfolge.)

Der folgende Satz zeigt, daBl Konsistenz unter stetigen Parameterfunktionen erhalten bleibt.

Satz 7.10 Ist (fi,)nen eine konsistente Schétzerfolge fiir 7 und h : R — R stetig auf {g(d) : § € O}, so ist auch

(h(7in))nen eine konsitente Schitzerfolge fiir den Parameter h(n).

Beweis: Sei § € ©, € > 0, n := ¢g(#). Dann existiert ein § > 0 mit | — | < & = |h(Hn) — h(n)| < e (*), also

P(|h(ftn) = h(n)] > €) = P(|h(a) = k()| > € |fin —n] > 8) + P(|h(fa — h(n)] > € |t — 1| < 8) < P(lftn—1| > §) =50,
~P©)

da (7n)nen konsistent ist. O

Man kann (mit etwas Aufwand) zeigen, dafi die Stichprobenvarianz (siehe Beispiel 7.7(i)) ein konsistenter Schitzer fiir
die Varianz ist, die Wurzel hieraus — die Stichprobenstandardabweichung — ist gem&fl Satz 7.10 also ein konsistenter
Schétzer fiir die Standardabweichung.

7.3 Tests

Es sei P eine Familie von WMaflen auf dem Stichprobenraum X, X sei abzdhlbar. Oft soll anhand von Daten ent-
schieden werden, ob die tatséchliche Verteilung P in einer vorgegebenen Teilfamilie Bo von P liegt, d.h. man will die
Hypothese H : P € Po testen. Bei einer parametrisierten Familie P8 = {Ps : 0 € O} 148t sich als Teilfamilie ©¢ von ©
charakterisieren. Die Hypothese lautet dann H : § € Og, wobei “0” fiir den “wahren” Parameter steht. K : § € © \ Qg
(bzw. K : P € B\ Po) bezeichnet man Alternative. Man kann H und K auch als Zerlegung von © auffassen. H heifit
einfach im Fall #PBo = 1 bzw. #0¢ = 1, und zusammengesetzt sonst; analog fiir K.

Definition 7.11 Eine Funktion ¢ : X — [0,1] heifit (randomisierte) Testfunktion zum Signifikanzniveau a, kurz:
Test zum Niveau o, wenn gilt: Epp(X) < a fiir alle P € Po.
Die Abbildung P — Epp(X) ist die Giitefunktion des Tests; im parametrisierten Fall ist dies

B:0—[0,1], B(6) = Egp(X).

Interpretation: Bei Vorliegen der Beobachtung X wird die Hypothese H mit der Wahrscheinlichkeit ¢(X) abgelehnt, bei
einem Test zum Niveau o wird die W. fiir eine irrtiimliche Verwerfung der Hypothese nich grofler als a. Fiir « sind die
Werte 0.1, 0.05, 0.01 und 0.001 gebrauchlich.

Bei Tests geht es also darum, eine vorgegebene Hypothese anhand der Daten entweder zu verwerfen oder nicht zu
verwerfen (beachte: “nicht verwerfen” ist nicht dasselbe wie “als richtig bewiesen”.)

Beispiel 7.12 Eine Miinze liefert bei einem Wurf mit unbekannter Wahrscheinlichkeit § € [0,1] das Resultat
“Kopf”. Die Miinze wird n-mal geworfen; es soll die Hypothese H : 8 < % getestet werden. Es liegt nahe, die Hy-

pothese H zu verwerfen, wenn die Anzahl ¢ der “Kopfwiirfe” zu gro8 wird. Verwenden wir wieder X = {0,1}" (mit
n

n 1 ) i > k
“1” fiir Kopf), so ist T'(z) = > x;, und man erhilt Testfunktionen von der Form ¢(z) = ;::17; ~ .Da
i=1 0 , sonst

T unter Py Bin(n,)-verteilt ist, ist Egp(z) = > (;‘)Gj(l — 9)"~J. Wird die Wahrscheinlichkeit fiir Kopf grofer, so
=k
steigt auch die W. dafiir, daf bei n Wiirfen mindestens k£ mal “Kopf” erscheint; diese Giitefunktion ist also (bei festem
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n € N, k£ < n) monoton wachsend (kann auch mit Hilfe der Ableitung gesehen werden). Die Testfunktion liefert also
genau dann einen Test zum Niveau o, wenn E% ©(X) < a gilt. Bei n = 10 erhilt man beispielsweise die Werte 0.0108
bei k = 9 und 0.0546 bei k = 8. Gibt man also das Signifikanzniveau a = 0.05 vor, so erh&lt man bei k = 9 einen Test
zum Niveau «, der dieses Niveau nicht voll “ausschépft”. Bei &k = 8 wird das vorgegebene Niveau iiberschritten.

1

Y%

k

6: W. fir “Kopf”, H : § < %, T: Anzahl der “Kopfwiirfe”, T(z) = 3 @i, Testfunktion ¢(z) =

i=1 0, <k

n
2. i
i=1
n
2o Ti
i=1

Giitefunktion Epp(z) = Y (7)8°(1 —6)"~* (W. fiir Ablehnung als Funktion des unbekannten Parameters). Bei einem
k

i=
Test zum Niveau a mufl Fop(z) < a V0 € H gelten.

1, >
“Erweiterung”: p(z) =< v , . zi =4k (Randomisierung: bei T(z) = k wird mit W. « abgelehnt.)
i=1
0o , <
Bei n = 10, k = 8 erhalt man mit y = 2572528 ~ 0.8933.

Eosp(z) =0 Pos(p(z) = 0) + 7 Pos(p(z) =) +1- Pos(p(z) = 1) = a — Pos(T > 8) + Pos(T > 8) = a

Das fiihrt auf folgende Vorschrift: erhélt man beim 10fachen Miinzwurf 9- oder 10-mal “Kopf”, so ist H : 8 < % zZu
verwerfen. Erhilt man genau 8-mal “Kopf”, so fithrt man ein weiteres Zufallsexperiment aus, in dem ein bestimmtes
Ereignis A die W.  hat. Tritt A ein, so ist H zu verwerfen, sonst nicht. Bei 7 oder weniger “Kopfwiirfen” ist H nicht

zu verwerfen. Insgesamt erhélt man damit einen Test zum Niveau a = 0.05, der dieses Niveau auch voll auschopft.

Im obigen Beispiel liefert die Testgrofie (auch Teststatistik) 7', die die Eigenschaft hat, daf§ groie Werte von T' gegen die
1, T(x)>c
0 , T(@)<c
die Menge {z € X : T(z) > ¢} heifit Ablehnung- oder Verwerfungsbereich.

Hypothese H sprechen, eine ganze Familie von Tests ¢¢, ¢ = { . Man nennt ¢ den kritischen Wert,

Bei Tests geht es um zwei Entscheidungen: H wird verworfen oder H wird nicht verworfen. B(8) =w, fur Ablehnung

Als Konsequenz hiervon gibt es zwei Fehlerarten:

Fehler 1. Art: Die Hypothese wird verworfen, obwohl sie richtig ist.

Fehler 2. Art: Die Hypothese wird nicht verworfen, obwohl sie falsch ist.

Die Wahrscheinlichkeit fiir eine falsche Entscheidung hingt von dem unbekannten Parameter
0 ab. Bei einem Test zum Niveau « ist die W. fiir einen Fehler 1. Art hchstens a. FehlerW.
lassen sich an der Giitefunktion ablesen.

Man wird versuchen, bei vorgegebener Schranke fiir den Fehler 1. Art einen Test zu finden,
bei dem die W. fiir einen Fehler 2. Art méglichst gleichm#fig minimiert wird. Bei einfacher
Hypothese und einfacher Alternative (also #P = 2) kann man dieses Optimierungsproblem
16sen:

Satz 7.13 (Das Neyman-Pearson-Lemma)
Es sei P = {Po,P1}, [eAS (0, 1). Sei p,-(:c) = Pl({m})
Dann existieren ¢ > 0 und vy € [0,1] mit Po({z € X : p1(z) > ¢ -po(2)}) +v- Po({z € X : p1(z) = ¢ - po(z)}) = @, und

1, pi(z) >c-po(z)
der Test p(z) =< v , pi(z)=c-po(z) istein Test zum Niveau « fiir die Hypothese H : P = Py, der unter allen
0 , pi(z)<c-po(z)

solchen Tests die kleinste W. fiir einen Fehler 2. Art hat.

Beweis: Fiir alle t > 0 sei oy (t) := Po(p1 >t - po), ar(t) := Po(p1 >t po).

Klar: 0;(0) =1, ai(t) > ar(t) V¢>0, oy und o, sind (schwach) monoton fallend.
Sei C:={228) . p € X, po(z) > 0} = {c1,c2,...} (da “alles diskret”).

po(z)
Ai:={z e X: 5;8; = c¢i, po(z) > 0}.
Dann gilt: > Py(A;) =1, also tlim Py(p1 < t-po)
— 00

=lim Y Py(A;) =1 (Stetigkeit von unten von Py)
t00 jeN, ¢; <t
Also: tlim ar(t) = 0. Setze nun ¢ := inf{t > 0: a,(t) < a}.
— 00

Dann gilt firalle kEN: a>ar(c+3)= Y. Po(4i) oo (¢), da Py stetig von unten.
—00

c; >c+%
ar(c—3) = > Po(Ai) — oy(c) (Stetigkeit von oben).
i€EN, c,->c—%
Wire ai(c) < o, so gabe es ein k € N mit a,(c — 1) < @, im Widerspruch zur Definition von c. Also aq(c) > a > a,(c).
Mit v := #’;ﬁzc) gilt dann v € [0, 1] und es folgt \Po(p;l >c-po)+vPo(p1=c- po)lz ar(c) +v(au(e) — ar(c)) = a.

Ege
Damit ist der 1. Teil (Existenz) bewiesen.
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Hieraus folgt auch Epp = a.

Sei nun ¢ irgendein Test zum Niveau a fiir H : P = Py, sei A:={z € X : o(z) > ¢(z)}, B:={z € X: p(z) < ¢(z)}.

Auf Aist p(z) > 0, also p1(z) > ¢-po(x), auf B ist p(z) < 1, also p1(z) < ¢-po(z). Damit E1p(z)— E1¢(z) = > (o(z)—
TEX

¢(@))p1(x) = %:A(#’(fv) — @(z))p1(z) + %}3(90(@‘) — @(z))pa(z) = %}A(go(x) — @(x))epo(x) + %}3(90(@‘) — @(x))epo(x) =

x

¢ 2 (p(x) — ¢(z))po(z) = c- (Eop(z) — Eop(z)) 2 0.
—— N —r

TEX
=« <La
In Worten: Der Neyman-Pearson-Test ¢ hat eine Ablehnungswahrscheinlichkeit, die, wenn A falsch ist, mindestens so
grof} ist, wie die von @. O

Der optimale Test héngt also nun iiber das Verhéltnis 2 . (g von z ab. Der Ablehnungsbereich entsteht dadurch, daf§
man z-Werte mit grofftem solchen Verhiltnis zusammenfaft, soweit dies die Fehlerschranke « erlaubt.

Beispiel 7.14 Es sei wieder wie im Beispiel 7.12 X = {0,1}", Ps({(z1,...,2n)}) = X% (1 — )"~ 2. Wir be-
trachten zunéchst die Familie P = {Py,, Ps, } mit festen 0 < 6y < 61 < 1. Sei wieder T'(z) = Y z;. Als Verhiltnis der

i=1
T (z) n—T(z)
. " po (2) 6,7 (1-91)" T 9_1 1—-6
Massenfunktionen erhilt man Poe® — 5.7 (1 60T ~ \ B -8, .
~—~ ——v
>1 <1
Dies ist eine streng monoton wachsende Funktion von T'(z) (wegen 6y < 61),
> >
dh. Ve e RIEE€R Ve € X po, () = cpo,(z) < T(z) = &
< <
Nach dem Neyman-Pearson-Lemma ist der beste Test fiir 8y gegen 6: von der Form
1, >
7 ~
1) ¢@={ 7 . Tm=t,
i=
0o , <

wobei v und ¢ bestimmt werden aus (2) Py, (> zi > €) + vPy, (> zi =€) = a.

Beachte nun: in (1) und (2) tritt 6; nicht mehr auf, nur ; > 6o wurde zur Herleitung verwendet: H : § = 6y gegen
K:0=60, (91 > @) fiihrt auf denselben Test. ¢ minimiert also die Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art auf 8; > 6o, d.h. ¢
ist gleichmifig bester Test zum Niveau « fiir H : § = 0 gegen K : § > 6y. Da Epp eine monoton wachsende Funktion
von @ ist, ist ¢ auch Test fiir H : 0 < 0y gegen K : 0 > 6, sogar gleichméfig bester.

Bemerkung 7.15

(i)  In der Parxis wird selten randomisiert.

(ii)  Bei nicht-randomisierten Tests mit einer Testgrofie 7', d.h. bei Ablehnungsbereichen der Form {z : T'(z) > ¢},
wird héufig der p-Wert angegeben; dies ist der kleinste Wert a, der noch eine Verwerfung von H ergibt. Hat man
beispielsweise in Beispiel 7.12 9-mal “Kopf” erhalten, so wiirde man bei a > 0.0108 verwerfen und bei o < 0.0108
nicht verwerfen, d.h. der p-Wert ist 0.0108.

(iii) Tests sind “unsymmetrisch”: man hat nur fiir eine Fehlerart eine obere Schranke (n#mlich das Signifikanzniveau,
fiir das irrtiimliche Ablehnen der Hypothese). Dies ist bei der Wahl der Hypothese zu beriicksichtigen. Das Nicht-
Verwerfen einer Hypothese bedeutet nicht, dafl diese Hypothese als richtig bewiesen wurde.

7.4 Konfidenzbereiche

Definition 7.16
Es sei P = {Pp : 0 € O} eine Familie von WMaflen auf X. Eine Abbildung C : X — P(0©) heifit Konfidenzbereich zum
Konfidenzniveau 1 — a (auch 100(1 — )% Konfidenzgebiet), wenn gilt: P(C(X) 2 0) > 1 — « fiir alle § € O.

Ist im Falle ® C R C(z) ein Intervall fiir alle z € X, so nennt man C(z) ein Konfidenzintervall. Im Falle
C(z) = (—o0, c(z)] heiit ¢(z) eine obere Konfidenzschranke etc. Fiir a sind die Werte 0.1, 0.05, 0.01, 0.001 gebriuchlich.

Beispiel 7.17

Wie in Beispiel 7.4 werden einer Urne mit N Kugeln n Kugeln mit zuriicklegen entnommen, Y sei das Maximum der
gezogenen Werte.
1 1 1
Dann gilt firallen € Nt Py(Y <K N<|Ya »|)=1-Pv(N<|Ya »]) > Pv(Y > Nar)
1
=1-Pn(X; SNa% firallei=1,...,n)=1— (N"‘T")n =1-a.
Also: {Y,Y +1,..., [Ya_%J} ist ein 100(1 — )% Konfidenzgebiet fiir N.

Bemerkung 7.18

Hat man in der Situation von 7.17 Kugeln mit den Nummern 4, 14, 3, 22, 14 gezogen, so ergibt sich {22,23,...,40}
als zugehoriges 95% Konfidenzintervall. Ein weit verbreiteter Fehler ist es, hier den Schluff zu ziehen, da§ N mit W.
0.95 zwischen 22 und 40 liegt: beachte, dafl C(z) Realisierung einer (intervallwertigen) Zufallsgrofie C(X) ist, die W.
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0.95 bezieht sich auf C(X). Analog ist beim Werfen eines fairen Wiirfels die W. dafiir, dafl die Augenzahl X den Wert
1 annimmt gleich é. Wird das Experiment ausgefiihrt, und ist das Resultat der Wert 3, so heifit dies nicht, dafl 3 mit
W. % gleich 1 ist. Der analoge Fall bei der Testtheorie besteht in der Behauptung, H sei mit Wahrscheinlichkeit 1 — o
falsch.

Zwischen Ablehnungbereichen von Tests einfacher Hypothesen und Konfidenzbereichen besteht ein niitzlicher Zusam-
menhang:

Satz 7.19 Fiir jedes 6y € © sei A(fp) C X der Ablehnungsbereich eines nicht-randomisierten Tests zum Niveau o
von H : 0 = 6p. Dann ist C(z) := {6 € © : A(f) Z z} ein Konfidenzbereich zum Niveau 1 — o (dies ist auch umkehrbar.)
Beweis: By({z € X:C(z)20}) =P({z€X:A0) Fz})=1—Py(A()) >1—a. O

7.5 Statistische Anwendungen der Normalapproximation

7.5.1 Konfidenzintervalle fiir Wahrscheinlichkeiten
Es seien X1, Xz,... unabhingig und Bin(1,6)-verteilt mit unbekanntem § € (0,1). Wir verwenden X, := £ >~ X; als
i=1

Schitzer fur @ (siehe Beispiel 7.3 und 7.12). Nach dem Satz von Moivre-Laplace gilt mit S, = > X; = nX,,
=1

Sn_no n—oo _ - - . . . .
Pa < B rremcy <b) — @(b) — ®(a), wobei ® wieder die Verteilungsfunktion zu N (0, 1) bezeichnet.

Ist ua das a-Quantil zu N(0,1) (also ®(ua) = a), so folgt mit b:=u;_g, a:=—b:
Spn—né o)~
P(_u17% S \/ﬁ S U]_,E) ~1
Wegen 0(1 — 6) < 1 ergibt sich:
R Uiy o
Xn — 2v/n §0§Xn+ 2\/52
100(1 — a)% Konfidenzintervall fiir .
In jedem Fall erhélt man Intervalle, deren Lénge mit ﬁ fallt. Fiir eine weitere Dezimalstelle mufl man den Stichprobe-
numfang also verhundertfachen.

— a (bei grofiem n.)

_ Uq_ JE— _
2 , also ergibt sich [X, — ﬁul,%,Xn + ﬁul,%] also asymptotisches, konservatives

Zahlenbeispiel: Soll bei einer Wahl ein Konfidenzintervall fiir die Anzahl der Stimmen einer Partei von der Form
“Prozentsatz in der Stichprobe +1%” auf dem Niveau 0.95 erhalten werden, so muf ﬁﬁ uo.975 < 0.01 gelten, also

~1.96

n > 9604.
Fiir +£0.1% erhalt man n > 960400.

7.5.2 Kritische Bereiche fiir zweiseitige Tests

In der in Absatz 7.5.1 betrachteten Situation soll nun H : § = 8o (6o € (0,1) bekannt, fest) getestet werden. Es liegt
nahe, die Hypothese dann zu verwerfen, wenn X, zu weit von 6o abweicht, also einen kritischen Bereich von der Form
| Xr—60| > ¢ zu wihlen, wobei ¢ von n, 6y und  abhéngt. Die Normalapproximation erlaubt eine ndherungsweise Bestim-

. _ _1_ _ cyv/n Sn—négy c/n ~1_ cV/n _ c/n _
mung von ¢ Py, (|Xa =60l 2 ¢) =1-P( VP (1-00) < /00 (1=60) < \/90(1—90)) ~1-%( 90(1—90))+¢( 90(1—90)) -
v 00(1—60) J—
wir unterstellen hierbei, dafl n so grof8 ist, daf W. von der Form Py,(|X, — 60| = c¢) vernachléssigt werden
0

kénnen (vgl. Aufgabe 39)). Man wird also bei vorgegebenem Signifikanzniveau « als kritische Schranke den Wert

c= ﬁul_% 1/00(1 — 6p) wihlen, denn dann gilt:
1
(7 Juj_g \/90(1*90)) vn
P(Ablehnung) ~ 2& [ ~—= \/50(1_00) =2®(—u_s) =2(1 —®(u1_2)) =
Was 1483t sich tiber den Fehler 2. Art aussagen? L L
Sei 6 # o; € := 210 — 6o|. Aus | X, — 0| < € folgt dann | X, —6o| > |0 — bo| — | X — 0] > € > ﬁul_
grof genug (so daf§ die Normalapproximation “legal” ist).
Mit dem schwachen Gesetz der grofien Zahlen folgt nun:
1= lim Py(|Xn —0| <e¢€) <liminf Py(| X, — bo| > %ul_% 0o(1 —60)) <1, also Py(H wird verworfen)=1 V6 # 6o.
n— 00 n—00
Ist also die Hypothese falsch, so geht die W. fiir eine richtige Entscheidung bei wachsendem Stichprobenumfang gegen
1. Man nennt Tests mit dieser Eigenschaft konsistent.

8

90(1 — 00) fiir n

wR

7.6 Ausblick: Bootstrap-Konfidenzintervalle

Es sei X1,...,X, eine Stichprobe aus einer Verteilung mit unbekannter Verteilungsfunktion F. Wie schétzt man F'?
Fiir jedes z € Rist F(z) (= P(X; <)) eine W., die man durch die zugehdrige relative Haufigkeit
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n
L#{1<i<n:X; <z} =213 1_uq(Xi) schitzen kann.
=1

N N n
Dies fiihrt auf die empirische Verteilungsfunktion Fy, : R = R; F(z) := = > 1(_co,21(Xi) als Schétzer fiir F.
i=1
/\
F()
1__
—t——t——————+=x
X3 4 X2 Xl X5 X6
%g

F,, ist eine zufillige Verteilungsfunktion, die der Gleichverteilung auf den Werten der Stichprobe. Die Konvergenz von

F, gegen F mit n — oo (in einem starken Sinne) ist die Aussage des Satzes von Glivenko-Cantelli (in der &lteren

Literatur: “Hauptsatz der Stochastik”).

Interessiert man sich fiir einen Parameter 6 der Verteilung, § = ¥(F') (wobei ¥ bekannt ist), so liegt es nahe, § durch

6y, := U(F,) zu schitzen (Einsetzprinzip). Ist  beispielsweise der zu F' gehdrende Erwartungswert, so ist 6,, der zu F,
n

gehdrende Erwartungswert, also: 8, = L 3™ X; (Stichprobenmittelwert als Schétzer fiir den Erwartungswert).

i=1
Analog kann man Quantile F~'(a) durch die Stichprobenquantile F,,”*() schitzen.

Der Bootstrap ist eine (Aauf dem Einsetzprinzip beruhende) Methode zum Erhalt von Konfidenzintervallen fiir einen
Parameter 6, der durch 6 geschétzt wird. .
Voriiberlegung: Ist die Verteilungsfunktion R von 8 — @ bekannt, also auch Quantile r, so gilt:

Plrg <6-0<r_g)=P@—-0<r_g)-P@-0<rg)=R(ri_g)-R(rg)=1-%-%=o0.
Wegen 6 — 6 < ri_g < 02> 6 - ri—g folgt, daf [0 — rl_%,é —rg) ein 100(1 — a)% Konfidenzintervall fiir 6 ist.

R ist natiirlich unbekannt. Idee: Schitze R.

Hierzu werden kiinstliche Stichproben (resample) aus den Originaldaten z1,... ,z, konstruiert.
ho e, T ). " fo . 2310 0 |11] 2 |5 |42
o ... @b insgesamt B Stiick, unabhéngig, ziehen mit o) 5 5 11111 o | &2

zuriicklegen

B ist gro8 (10000 oder 100000)

By
-

0011|283 |10 104

.a‘

x*Bl LA m*Bn
Dies geschieht auf einem Computer mit einem Pseudozufallszahlengenerator.
Bei jeder Stichprobe wird der Wert 7y, := 65 — 6 berechnet, 1 < k < B, wobei 8} den Schitzwert bezeichnet, der zum
Resample zj,... , 2k, gehort. Die empirische Verteilungsfunktion Rp zu diesen Werten N1,... ,nB wird als Schétzer
fiir R verwendet, also (Rp)~(a) als Schitzer fiir ro. Insgesamt erhilt man also das Bootstrap-Konfidenzintervall
[0 — (Ry)~*(1— %),é — (}A%B)_l(%)) zum (n&herungsweise, es wurde ja geschitzt) Konfidenzniveau 1 — « fiir 6.
Diese Methode ist (z.Z.) sehr populir, da sie mit minimalen Voraussetzungen auskommt und sehr allgemein verwendbar.
Funktioniert nicht immer: Wirkliches Verstdndnis erfordert “jede Menge Mathematik”.



Kapitel 8

Integral und Erwartungswert

8.1 Einfiihrung und Erinnerung

(2,2, P) WRaum, X : Q — R eine Zufallsvariable (ZV) (d.h. X ist (2, B)-mefibar).
E X war bisher nur fiir diskrete ZV definiert.
Allgemeine Situation wird mit dem Lebesgue-Integral behandelt.
Es sei (©2,2) ein meflbarer Raum und g : 2 — [0, 00] ein Maf}, d.h.
M=o
u(>2 A)) = > u(As), Ag, As, ... € 2 disjunkt (o-Additivitét).
i=1 i=1

Beachte: Wert oo ist zugelassen.
Rechenregeln: a + 0o = 00 +a = 00 Va € RU {o0}
G-00=00-a=00 VYa >0
0o — oo nicht definiert.
Wichtiges Beispiel: Lebesgue-Ma#f [, festgelegt durch [((a,b]) =b—a Va,b€R, a <b.
WMafle sind Mafle mit der Gesamtmasse 1 (u(2) = 1)

Bemerkung 8.1

(i)  “Allgemeine” Mafe sind noch stets stetig von unten, aber i.A. nicht stetig von oben oder in 0,
z.B. l((—oo,n]) =00 Vn €N, aber I( (] (—oo,n]) =1(0) =0
n=1

(it) ! und 2! stimmen auf dem N-stabilen Erzeuger {(—o0,z] : £ € R} iiberein, sind aber nicht mehr gleich: Satz 5.9
(Eindeutigkeitssatz) mufl modifiziert werden (Ubungsaufgabe)

(iii) Beziehungen wie P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB) sind bei allgemeinen Maflen i.A. falsch (sinnlos), da co— oo
auftreten kann.

8.2 Konstruktion des Lebesgue-Integrals

(2,2, p) sei ein Maflraum. Fiir eine (moglichst grofie) Klasse von (2, 9B)-meflbaren Funktionen f : @ — R soll
Jfadu (= [ fw)pd(w) = [ f(w)dp(w)) definiert werden. Wir beginnen mit der Forderung, da$§ fiir Indikatorfunk-
tionen f =14 [ fdu = p(A) gelten soll.

Beachte: f = 14 mefibar <= A€ 2.

Soll f — [ fdu linear sein, so ist damit [ fdu fiir endliche Linearkombinatinen von mefibaren Indikatorfunktionen mit
nicht-negativen Koeffizienten festgelegt.

Wir schreiben Prim(Q,2) fir diese Klasse (“primitive Funktionen”).

Offensichtlich gilt: Prim4(Q,2) = {f : Q = R: f (2, B)-meBbar, #£(Q) < co'}.

Definition 8.2 (“Stufe 17) Fiir f € Prim(Q,%) sei [ fdu:= 3 zu (f ' ({z})).
PO et}

Hierbei vereinbaren wir 0 - co = oo - 0 = 0; insbesondere gilt auch fiir endliche Mafie s [ edp = cu(Q), ¢ > 0 (Integrale
konstanter Funktionen, [ 0dy = 0)

Lemma 8.3 Es seien f,g € Prim(Q,2) und ¢ > 0. Dann gilt:
cf € Primy(Q,2), f+ g€ Prim4(Q,2), sowie
[efdp=c [ fap, [(f+9)du= [ fdu+ [gdpund f < g= [ fdpu < [ gdp.
Beweis der Monotonie (Linearitdt in den Ubungen): Sei f(Q) = {a1,...,an} und ¢g(Q) = {b1,... ,bm}. Man setze

! Anzahl der Elemente des Wertebereiches von f ist kleiner oo

41
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Ai = f7'({a:}) und Bj := g7 ({b;}), so gilt: f= > ai-1a;, g= 3 b 1s
=1 Jj=1
Aus f < gfolgt A;NB; #0 :> a; < bj, also:
Jfap= 3 aip(Ai) = EEazu(A ﬂB)<EEbm(A NB;j) = 2_3 = [ gdp. o

i=1lj= i=lj=
Dieses Lemma zelgt dafl das bisher definierte Integral linear und isoton ist (auf Prim.), insbesondere gilt fiir alle
Funktionen f = E ai-1la;, a;i >0, A; € 2 die Formel [ fdu = E aip(A;), auch wenn die A;’s nicht disjunkt oder die

=1
a;’s nicht verschieden sind (alle “Darstellungen” liefern dasselbe Integral)

Lemma 8.4 Zu jeder (2,%B)-meBbaren, nicht-negativen Funktion f : @ — R existiert eine Folge (fn)nen C

Prim4(Q,2) mit f, 1 f.

Beweis: f, := > hla,;; Anii={w: & < flw) < EL1} O
i=0

Definition 8.5 (“Zweite Stufe”) Das p-Integral einer nicht-negativen, (2, B8)-mefibaren Funktion f : Q@ — R* wird

definiert durch [ fdu := sup{[ gdu : g € Prim4(Q,2),9 < f}.

Wegen g =0 € Primy, g < f wird das Supremum iiber eine nicht-leere Menge gebildet.

Im Falle f € Primy taucht f selbst in dieser Menge auf; wegen der Monotonie auf Prim4 (Lemma 8.4) impliziert dies,
daf} Def. 8.5 mit Def. 8.2 vertréglich ist.
Lemma 8.6 Ist (fn)nen C Primy mit fn 1 £, so gilt [ fdu = lim [ fadp.
n—o0
Beweis: “>”: folgt unmittelbar aus Def 8.5.

“<”: Sei nun g € Prim4(Q,A); g= E a; -14; mit g(Q) = {a1,... ,ar}, g < f.

Sei 0 < <1und B, :_{wEQ ng( ) < fa(w)}-
Ausng < f auf {f > 0} und f. = f auf {f = 0}, sowie fn 1 f folgt B, 1 Q, also mit der Stetigkeit von unten von p

k
n[gdp=n lim > aip(AiNBy) = lim [nglp,dp < lim [ fudp.
n—00 ;1 n—oo n— oo
Da die rechte Seite nicht von 7 abhéngt, folgt hieraus mit n +1 [ gdu < lim [ fodp.
n—oo
Bildet man das Supremum iiber die zugelassenen g, so folgt die andere Ungleichung. O

Lemma 8.7 Es scien f,g: Q — R (2, B)-meBbar und ¢ > 0. Dann gilt:
J(cfdp =c [ fdu, [(f+g)du= [ fdu+ [gdu
f<g = [fdu< [gdu

Beweis: Lemma 8.4 liefert die Existenz von Folgen (fn)nen, (gn)nen C Primy mit fr T f, gn 1T 9-
Klar: (fn + gn)nen C Primy, fo+gn T f+g.

7+ 25 i [+ g)ds = Jim (] od+ f and) = Jim [ fod+ I anc
2xLem=ma 8.6 ffd[-t + fgd[-l
Analog: [(cf)dp = lim [(cfn)dp=c lim [ fodu=c [ fdu
n— 00 n—00
Isotonie folgt unmittelbar aus der Definition (es wird das Supremum iiber eine grofiere Menge gebildet.) O

Wir definieren Positiv- und Negativteil einer Funktion f durch f* :=max{f,0}, f~ := —min{f, 0}
Klar: f = f*—f~, |fl=f"+f~
Mit f sind auch f+ und f~ (2, B)-mefbar.
Definition 8.8 (“Stufe 3”) Eine (2,)-meSbare Funktion f : Q@ — R heifit integrierbar beziiglich , wenn
Jftdu < ocound [ f~du < co.
Das p-Integral emer solchen Funktion wird definiert durch [ fdu = [ ftdy — [ f du (andere Schreibweisen:

[ fw)p(dw), [ fw 1(f))-
Die Menge aller p—lntegrlerbaren Funktionen auf (Q, ) wird mit £'(Q, 2, u) bezeichnet.

Bemerkung 8.9 Gilt mindestens eine der Beziehung [ f*du < oo, [ f~du < oo, so 1aBt sich [ fdu noch sinnvoll
als Differenz der beiden Werte definieren; solche Funktionen werden gelegentlich “quasi-integrierbar” oder “integrierbar
im erweiterten Sinne” genannt.
Unmittelbar aus der Definition und |f| = f* + f~ folgt:

(*)  f p-integrierbar <= |f| p-integrierbar.

(+%) | [ fdul < [1fldp

Satz 8.10 Es seien f,g: Q — R p-integrierbar und ¢ € R. Dann sind auch cf und f + g integrierbar und es gilt
J(cHdp=c [ fau, [(f+g)du= [ fdu+ [ gdp
f<g = [fdu< [gdp.

2denn By,... , B, bilden eine Partition von £
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Beweis: Wegen |f + g| < |f| + |g| folgt die Integrierbarkeit von f + g aus (*)

(f + g)7 ist i.a. verschieden von f 4 g%.

Es gilt jedoch (f+9)t —(f+9) " =Ff+g=ft—f"+gt —g ,also (f+ )" +Ff +9g =(f+9)~ +fT+g".
Damit (nach Lemma 8.7) [(f+g)tdu+ [fdu+ g du= [(f+g) du+ [ fTdu+ [gtdu.

Also: [(f+g)du= [(f+9)Tdu— [(f+g) du= [frdu+ [gtdu— [fdu— [g~du= [ fdu+ [ gdp.

Der Beweis [(cf)dp = ¢ [ fdu ist einfach, wenn man ¢ > 0 und ¢ < 0 separat betrachtet.

Isotonie: Ubungsaufgabe. a

Beispiel 8.11 (i) Bezeichnet 6, das EinpunktmaB in w, also 8,(A4) = { 1, wed 14(w), so gilt

0 , sonst
J fdé, = f(w) (Dirac-Ma8B)
(ii) Ein Maf8 4 von der Form p = i ;d,; (mit oz >0 Vi) heifit diskret.
=1

OO
Eine Funktion f : © — R ist genau dann p-integrierbar, wenn ) ai|f(wi)| < oo, und man hat dann [ fdu =
i=1

faif(wi) (= ¥ f@mnlie))

Im Spezialfall @ = N, 2 = PB(N), p = E 0n (das abzdhlbare Maf}; u(A) = #A) erhilt man Reihensummen als Integral.

(iii) Es seien Q = [a,b], a < b, 2 die Spur von B auf Q und p die Restriktion von [ auf 2. Ist f: QO — R Borel-mefibar
und Riemannintegrierbar (Konvergenz der Ober- und Untersummen, etc.), so ist f auch p-integrierbar und es gilt

b
[ fap = [ f(z)dz

a
Die Funktion lgne,s) ist ein Beispiel fiir eine p-integrierbare Funktion, die nicht Riemannintegrierbar ist.
Grob: Das Integral bzgl. | (das Lebesgue-Integral) erweitert das (eigentliche) Riemann-Integral, so daf3 die bekann-
ten Formeln fiir das Riemann-Integral weiterverwendet werden konnen (wir schreiben gelegentlich “dz” anstelle von

“U(dw).)

8.3 Transformationsformel, Nullmengen

(Q,A, 1) sei ein Mafiraum, (Q',') ein mefibarer Raum, T : § — Q' eine (2, A')-meBbare Funktion. Dann wird
durch p' : A" — [0,00], p'(A") = w(T7*(4")) VA € A ein MaB auf (Q',2') definiert, das Bildma8 von y unter T
(Schreibweise: uT.)

Dies verallgemeinert den aus Satz 5.4 bekannten Begriff der Verteilung einer Zufallsgrifie.

Satz 8.12 (Integration bzgl. eines Bildmafies, Transformationssatz) T .
Mit der oben gezeigten Beziehung gilt fiir alle (',B)-mefibaren f : Q' — R: QAH) ————= (@A)
f ist genau dann pT-integrierbar, wenn f o T p-integrierbar ist und dann gilt:

[ fap™ = [ f o Tdp. lf
Beweis: (mit der “iiblichen Maschinerie”, “algebraische Induktion”) foT

Im Falle f = 14 hat man [ fdpu” = u(T~'(A)) = [1p-1(aydp = [1a 0 Tdp. (RB)
Die Beh. ist also fiir Indikatorfunktionen richtig. Da das Integral linear ist, ist sie damit auch auf Prim(9',2') richtig.
Ist f > 0, so existiert nach Lemma 8.4 und 8.6 eine Folge (fn)nen C Primi(Q,2A') mit f, 1 f und
[ fdp® = lim [ fodp.

Klar: (fn 0 T)pen C Primy(Q,2), fnoT 1 foT.

Also folgt mit Lemma 8.6 [ fdu” = Jim J fndp™ = Jim. [ fnoTdu= [ foTdu.

Ist schliellich f : Q' — R eine beliebige (2', B)-meflbare Abbildung, so erhilt man mit dem bereits gezeigten:
[FEdp™ < 00 <= [ ffoTdu< co.

Da (f o T)* = f* o T, folgt die behauptete Integrabilitidtsaussage; auch gilt dann
[ fdu* ff*du —[fdut =[ftoTdu—[f oTdu= [(foT)tdu— [(foT) du= [(foT)dp. O

Definition 8.13 (2,2, ) Maraum. Fiir jedes w €  sei A(w) eine Aussage. Man sagt: “A gilt fast iiberall”
(p-f.i.), wenn es eine p-Nullmenge N (also ein N € 2 mit u(N) = 0) gibt mit: A(w) ist wahr fiir alle w & N.

Satz 8.14 (Q,2, ) MaSraum, f,g: Q — R mefibar.

(i) Sei auBerdem f > 0. Dann gilt: [ fdu =0 <= f =0 p-fi.

(ii) Ist f integrierbar und gilt f = g p-f.4., so ist auch g integrierbar und es gilt [ fdu = [ gdp.

Beweis: (i) Setze N = {f # 0}.

o Angenommen es gilt [ fdu = 0. Setze A, = {w € Q: f(w) > 2}. Dann A, T N, also u(N) = nli—>n;o 1(Ap).
0= [fdp> [L1a,dpu= tp(An) >0, also p(An) =0 Vn, und damit pu(N) = 0.

o Ist umgekehrt N eine py-Nullmenge mit f(w) =0 Vw € N°, und g = Y a;14; € Primy mit g < f,
{a1,...,an} = g(Q), so folgt A; C N Vi mit a; > 0 und damit [gdp = ) aiu(4:;) =0

a; >0
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Hieraus folgt [ fdu = 0 mit Def. 8.5 (Supremumsbildung)
(ii) Es seien zunéchst f,g >0, N := {f # g}. Dann gilt

Jfdu= [ findu+ [ finedp =0+ [glnedu = [glndp+ [ glnedu = [ gdp.

Insbesondere [ fdu = oo <= [ gdu = oo, hieraus folgt (bei beliebigen f, g) die Integrierbarkeitsaussage wie im
Beweis des Transformationssatzes.

Es seien nun f,g: Q — R mefibar mit f = g pu-f.i. Wegen {f* =g¢7} D {f =9} C{f~ =g} gilt dann auch
fr=g" pti, also [ fdu=[frdu—[f-du=[g*du— [g-dp= [ gdp. m

8.4 Konvergenzsitze

Das MaB-Integral hat bei der Behandlung von Funktionenfolgen gegeniiber dem Riemann-Integral einige Vorziige.
(2,2, p) Mafiraum, f, f1, fa2,...: 2 — R seien mefibar.

Satz 8.15 (Satz von Beppo Levi, Satz von der monotonen Konvergenz)
Sind f, f1, f2,... nicht-negativ mit fn 1 f, so gilt [ fdp = li_)m [ frdp.
n o0
Beweis: Zu jedem f,, existiert eine Folge (gnm)men C Prim4 mit gnm T fn fiir m — oo

Diagramm: g1z < gi2 < g1z < guu < —+f1
g1 < g2 < g3 < g < — f2
gs1 < g2 < gz < g < — f3

1
f
Setze hy, := max{gim,-.- ,gmm}-

Klar: Ay € Primy Ym, hy T
Fir n < m gilt gnm < hm, also folgt fr, = sup gnm = sSup gnm < sup hm-
m

m>n m
Auflerdem h,, < fi, < f, also insgesamt h,, T f.
Nun folgt mit Lemma 8.6 [ fdu = lim [hmdp < lim [ frmdp < [ fdp. O
M —r 00 m—r 00

Satz 8.16 (Lemma von Fatou)
Gilt fn > 0 Vn, so folgt [liminf fndy <liminf [ fnduy.
— 00 n—r o0
Beweis: Setze gy, := iI;f fm, dann gilt g, 1 f := liminf f,,.
m>n n—o0o

gn < fn. Mit Satz 8.15 folgt [liminf fody = lim [ gndp = liminf [ gndp < liminf [ fodp. O
n—oo n— oo n— 00 n— o0

Satz 8.17 (Satz von der majorisierten (dominierten) Konvergenz, Satz von Lebesgue)
Es gelte lim f,(w) = f(w) fiir alle w € Q. Existiert dann eine p-integrierbare Funktion g : @ — R mit |fn(w)| < g(w)
n—o0
fir alle w € 2, n €N, so folgt [ fdu = li_I)n J frndp. (g heiBt “integrierbare Majorante”)
Beweis: Setze g := |fn — f|, h:=|f|+ 9.
Wegen |h| < 2g ist h integrierbar. Auerdem h— g, = |f| + g —|fa = fI > |fl +9—=|fnl = |fl =9 — |fa] > 0.
Wegen g, — 0 gilt A — g, — h, also folgt mit Fatou [ hdp < linl)inf J(h = gn)dp = [ hdp —limsup [ gndp.
n o o] n— oo
(beachte: hier geht Integrierbarkeit von g ein, sonst kénnt hier u.U. co — oo stehen.)

also: limsup [ gndp = 0.
Damit lim |fn — fldp = lim [gndp = 0 und mit | [ fadp — [ fdu| = | [(fn — f)du| < [|fn — fldp folgt hieraus

[ frndp — [ fdp. g
Bemerkung 8.18 _
(i) Man kann die Konstruktion des u-Integrals auf R (:= [—o0, oo])-wertige Funktionen ausdehnen, mufi dann aber

bei den Linearititsaussagen Einschrinkungen machen (f 4+ g u.U. nicht iiberall definiert). Ist ein R-wertiges f in
diesem Sinne integrierbar, so ist N := {w € Q: |f(w)| = oo} eine p-Nullmenge und es gilt [ fdu = [ flnedp.
—_——
R —wertig

(i) Die Erweiterung aus (i) wurde in den obigen S#tzen bereits implizit verwendet (liminf f,, beispielsweise kann

durchaus den Wert co annehmen.)
(iii) Zu den Séitzen 8.15-8.17 existieren auch “fast-iiberall”-Versionen. Hat man beispielsweise in Satz 8.17 nur f, —

f wtii, so gilt noch stets [ fdp = li_)m J frdp:
Ist N eine p-Nullmenge, auflerhalb dieser Konvergenz gilt, so hat man fp1nec(w) = flne(w) fiir alle w € Q.
Auf f,1ne 148t sich Satz 8.17 anwenden:

ffdp 8.14 (if) flech 8.17 nli_{I;Offnlchﬂ 8.14 (if) nli_{I;offndM
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8.5 Mafle und Dichten
Abkiirzende Schreibweise: [ fdp = [ fladp.
A

Lemma 8.19 (2,2, x) Mafiraum, f : Q — Ry mefibar. Dann wird durch v : 2 — [0, 00], v(A) := [ fdu ein Maf
A

auf (Q, %) definiert.
Beweis: v(0) = ffdp J flpdp = f0dp = 0.

Seien (Ap)nen paarwelse disjunkt.

I/(i An) = [ fladp=? llm ffl n N:4 lim ifflAidp =5 lim iu(Ai) = iV(A,-). O
n=1 U n—00 =1 n—00 =1 i=1
Definition 8.20 g, v seien Mafie auf (Q,%). Existiert eine nicht-negative, mefibare Funktion f : & — R mit
A) = [ fdp fiir alle A € 2, so heifit f eine y-Dichte von v. Schreibweise: f = £
A

Aus Satz 8.14 (ii) folgt, dal mit f auch jedes mefibare g mit f = g p-f.ii. eine u-Dichte von v ist. Dichten sind i.A. nicht
eindeutig.

Hat v eine Dichte f beziiglich p, so folgt mit Satz 8.14 (i) p(N) =0 = f -1y =0 p-fii. = v(N) =0.

Gilt dies, so sagt man, dafl u v dominiert und schreibt 4 >> v. Der Satz von Radon-Nikodym besagt, daf} die Eigenschaft
bei o-endlichen Maflen bereits die Existenz einer Dichte impliziert.

Beispiel 8.21 Der Fall (2,9, 1) = (R,B,1) ist von besonderem Interesse Ist f : R — R eine Borel-mefibare,
nicht-negative Funktion mit [-Integral 1, so wird durch P : B — [0,1], = f f(z)dz ein WMaf} definiert, das

WMaf mit (Lebesgue-) Dichte f.
Ist X eine Zufallsvariable (mefibare Abbildung) mit Verteilung (Bildmaf) P, so heifit f eine WDichte von X.

Satz 8.22 u,v Mase auf (Q,2), v habe p-Dichte f. Dann gilt fiir alle (2, 98)-me8baren g : Q — R:
g ist genau dann v-integrierbar, wenn g o f p-integrierbar ist, und dann: [ gdv = [go fdp.
Beweis: mit der “iiblichen Maschinerie”, Ubungsaufgabe. O

8.6 Erwartungswerte

(2,2, P) WRaum, X : Q@ - R ZV.

Definition 8.23

(i)  Ist X P-integrierbar, dann heift EX := [ XdP der Erwartungswert von X. Gilt E|X|¥ < oo, so heifit EX* das
k-te Moment zu X (im Falle E|X|* = co sagen wir, da8 das k-te Moment nicht existiert.)

(ii) Existiert zu X das zweite Moment, so heifit var(X) := E(X — EX)? die Varianz von X und o(X) := y/var(X)
die Standardabweichung.

Satz 8.24 (Wir setzen voraus, daB die beteiligten Erwartungswerte, etc. existieren.)

() E(X+Y)=EX+EY, E(c-X)=c-EX

(i) X<Y = EX<EY

(iii) Ist X diskret verteilt, d.h. gibt es eine abz&hlbare Menge A C R mit P(X € A) = 1, so gilt fiir alle Borel-mefibaren
g:R=>R Eg(X)= ;Ag(m) -P(X =z).

(iv) Ist X absolut stetig verteilt, d.h. X hat eine Dichte f, so gilt fiir alle Borel-meibaren g : R — R Eg(X) =

[ 9(2)f(@)da.
Beweis: (i) und (ii): Satz 8.10

(iii)) P¥ = Y P(X = z)d,, Satz 8.12
TEA
(iv) Aus Satz 8.12, Satz 8.22 folgt Eg(X) = [ ¢(X (w))P(dw) = fg )PX(dz) = [ g(z) f(z)dz. O
Q R

Offensichtlich gilt weiterhin: var(a + X) = var(X) Va € R
var(aX) = a’var(X) VYa € R
var(X) = EX? — (EX)?

Beispiel 8.25 (siehe auch Beispiel 5.25)

X ~ N(0,1), dh. X hat Dichte f(z) = \/Lexp(

Mit Satz 8.24(iv) folgt EX = fx exp(——)da: =0, EX2 fz2\/L2—" exp(—%)dz =1, also var(X) = 1.

zz

Smit A:=U2, A
“Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz fiir (0 <) flyr_, a; 1 fla
5da A;’s disjunkt
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Bekanntlich: Y := g+ 60X ~ N(u,0%), also EY = E(u+0X)=p+cEX = p,
var(Y) = var(p + 0X) = var(c X) = o*var(X) = o°.
Interpretation der Parameter einer Normalverteilung: y ~» Erwartungswert, o ~» Varianz.

8.7 Ungleichungen

Satz 8.26 (9,92, P) WRaum, X : Q — R ZV.
(i) Markovsche Ungleichung
P(|X| > a) < L E|X|" fiir alle a > 0.
(ii) Ungleichung von Chebychev
Existiert zu X die Varianz, so gilt P(|X — EX| > a) < Svar(X).
Beweis:

(i) Definiere Y : Q — R durch Y(w) = {

0 , |Xw)<a
a , |Xw)|>a
Offensichtlich gilt dann |Y| < | X|, also [Y'|¥ < |X|¥ und es folgt a* P(|X| > a) = a*P([Y| = a) = E|Y|F < E|X|*.
(il) Wende Teil (i) auf X — EX, k=2 an. O

Es sei I C R ein offenes Intervall und ¢ : I — R eine konvexe Funktion,

d.h. p(az + (1 - a)y) < ap(z) + (1 - a)e(y). w
Lemma 8.27 ¢, I wie oben. Dann existiert zu jedem y € I ein m € R mit /
o) > ply)+m(z—vy) firalez eI

(anschaulich: durch jeden Punkt des Graphen geht eine Gerade (nicht notwendig eine [ :
Tangente, siehe |...|), die unterhalb des Graphen liegt. y

Satz 8.28 (Jensensche Ungleichung)

I C R sei ein offenes Intervall, ¢ : I — R konvex, X ZV mit E(X) < oo, E|p(X)| < o0, P(X €I)=1.

Dann gilt: EX € I und p(EX) < Ep(X). (Wichtige Spezialfille: |[EX| < E|X|, (EX)? < EX?.)

Beweis: Ist I = (—o0,00), so gilt automatisch EX € I.

Ist X < a P-fs., sogilt EX < Ea =a.

Wegen a — X > 0 wiirde E(a — X) = 0 auf P(X = a) =1 fiihren, also EX < a (analog: X > a P-fs. = EX > a.)
Also: P(X €eI)=1 = EX €.

Nach Lemma 8.27 existiert ein m € R mit ¢(X) > p(EX) + m(X — EX). Nehme nun den Erwartungswert davon. O

(Q7QL7N) Maﬁraum7 'QP(Q: S217“) = {f Q0 —=R: f |f|pd/~" < 00}7 ||f||l’ = (f |f|pdﬂ)%
Klar: [|f|l, >0, llafllp = lal - [|f]lp-

Satz 8.29
(i)  (Holdersche Ungleichung)

Hat man f € £°, g € £9, wobei p > 1, % + % =1,s0folgt f-g€ £ und ||f-gllr <I|Ifllpllglle-
(i) (Minkowskische Ungleichung)

f,9e? p21 = f+gel (f +4llo <|Ifllo +lgllo-

Beweis: (i) Man kann f durch |f| und g durch |g|_ersetzen, also f,g > 0 annehmen. Sei ¢ := [ fPdp.
Bei ¢ = 0 hat man f = 0 p-f.i. und die Ungleichung ist trivial.

Sei also ¢ > 0. Sei P das Maf mit p-Dichte 2 f7.

g(w)
Sei h(w) ::{ Fop-T > fw)>0
0 , sonst.
3 g a(p—1) L 1 q 1 Jensen 141
Dann [|fllsllglle > Ifllollglis>0plle = ¢? (fh%9?P Vdp)s = c¥(c [h%dP)a > c»*a [hdP = [gfdp =

|1 £gll-
(i) Wegen |f+g| <|fl+1gl gilt [|f +gllo <1 |f] + gl |lp, es reicht also wieder, die Ungleichung fiir f,g > 0 zu

beweisen. Im Falle p = 1 hat man |[f +glls = J (f +g)d = [ fdu + [ gdu = || lls + llgll.

Sei p > 1: (f +9)? < (2-max{f,g})® = 2 max{f?,¢g"} < 2P(f® + ¢®). Dies zeigt, dal mit f und g auch f+ g
in £ liegt. Mit ¢ == (1 — )" liefert Holder: [|f + gl|,” = [(f + g)’du = [ f(f +9)"'dp+ [g(f +g)""dp <
(£1le + Nall)IICF + )P~ lq-

- _ 1 _
(£ + 9P la = (J(f + ) Ddw)a = [|f +gll," "
Im Falle ||f + g||p = O ist nichts zu zeigen.
Im Falle ||f + g||» > 0 folgt die behauptete Ungleichung nach Division durch ||f + g||F " (< o). O

Spezialfall von Holder fiir p=¢=2. | [ fgdu| < ([ fzdp)% f g2dp)%. Dies ist die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.
Spezialfall: © = {1,... ,n}, A=P(Q), p= > & (u(A) = #A, “abzshlendes MaB”, “Zshlmas”).
i=1

Dann: [ady = 3 ai, a = (a1,--.an), also wird Cauchy-Schwarz zu | 5~ aib;| < (3 af)%(z bf)%
= =1 =1

=1 =1



Kapitel 9

Produktmaf} und Unabhangigkeit

9.1 Das Produkt von zwei Mafiriumen

Fiir 1 = 1,2 sei (94,2, #i) ein Mafiraum. Sei Q := Q1 x Qa.

- Q
Definition 9.1 Das Produkt 2 = 2; ® 22 der o-Algebren 2; und 2, 2
iber  ist die von der Rechteckmengen A; X A2, A; € 2; erzeugte o-Algebra.
Lemma 9.2 Fiir alle A € A, w1 € Q1, ws € Qs gilt: Ay, 1= {ws € Qs :

(wi,w2) € A} € Ao, Ay, = {w1 € Q1 : (w1,w2) € A} € Y. Man nennt A, 1
den wi-Schnitt aus A. W, ¥

Beweis: Sei w1 € 1. Wegen Q,, = Q2 gilt Q e A" :={A e A: A,, € Ao}
(Q\ Ao, = {w2 : (wi,w2) € A} = ({wz @ (w1,w2) € A})° = (Au,)°

liefert “Komplementstabilité‘.t” von .

(U An)w, = U (An)w;. Damit: abzdhlbare Vereinigungen fiithren "
mcht aus 2’ heraus wl..... Q1
Insgesamt: A’ ist eine o-Algebra.
_ As , w1 €A
(Al X A2)w1 - { @ , sonst
Also enthilt ' ein Erzeugendensystem von 2, und damit insgesamt: 2" D 2. O

Definition 9.3 Ein Ma8 u auf dem mefibaren Raum (£, %) heifit o-endlich, wenn es eine Folge (An)nen C 2 gibt
mit p(Ap) <coVrneN, | 4, =Q.
n=1

Beispielsweise ist das Lebesgue-Ma8 [ auf (R, B) o-endlich: [([-n,n]) =2n, U [-n,n] =R
n=1
Lemma 9.4 Die Mafie p1 und p2 seien o-endlich.
Dann gilt fiir alle A € A: w1 — p2(A,,) ist (Az, B)-meBbar, wa — p1(Aw,) ist (A2, B)-meBbar.
Beweis: Da p2 o-endlich ist, existiert eine Folge (Bp)nen C 22 mit By, T Q2, pa2(Br) < oo Vn.
Setze fa(wi) == p2(Aw,), fan(wi) = p2(Au; N Br).
Sei © die Menge aller A € A mit (;,B)-meBbaren f4a. Man kann leicht zeigen: © ist ein Dynkin-System, das
den N-stabilen Erzeuger {A: x As : A; € A;} von A1 @ A2 enthilt, also © = A.
Also: fa,, ist mefibar VA € A, n € N und mit fa = sup fa,» folgt die Behauptung. O

Satz und Definition 9.5 Sind p1, p2 o-endlich, so existiert genau ein Mal g = p1 ® pa auf Ay ® Az, das
Produktmaf$l von p; und po mit der Eigenschaft B(A1 X Ag) = p,l(Al)m(Az) VA; € 2;.

Weiter gilt fiir alle A € A, u(A) = f,uz wy)p1(dwi) = f/,n ws )2 dwz)

Beweis: fa(w1) = p2(Au,). Sind (An)nen C U paarweise disjunkt, A = Z A, so gilt:

n=1

ffAdM B2 stelt:lg f le fU" a,dp Kn(n)on:t::e lgn fo" a,dpr = li_>m > ffAidﬂl => ffAidp’l‘
von unten n (oo} nvergenz n o o] n (o] i=1 i=1
Aufierdem [ fydps = 0. Also ist II : 2 — [0, co], II(A) := [ fadu: ein MaB auf 2. Fiir II gilt:

(A1 x As) = [ fa;xa,dps = f.uz A2 1A1dl-l1 #2(A2) - p1(Ar).

Analog wird durch IT'(A) = [ p1(Aw,)p2(dws) ein MaB auf A definiert, das auf den Rechteckmengen mit II
iibereinstimmt. Das System der Rechteckmengen ist ein N-stabiler Erzeuger von 2, Eindeutigkeit folgt mit Aufgabe
2 (hier geht die o-Endlichkeit von p1, p2 ein.)

Mit p1 und po ist auch g1 ® p2 o-endlich. Wie integriert man bzgl. p1 ® pa?

47
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Ist f: Q — R eine Abbildung, so schreiben wir f.,, fu, fiir die Abbildung
for 1 Q2 = R, fo,(w2) := f(wi,w2), fus : Q1 2R, fu,(w1) = f(wr,w2).
Setzt man f = 14, so sieht man, das dies den Schnittbegriff bei Mengen verallgemeinert.

Lemma 9.6
Ist f (2, B)-meBbar, so ist f,, (A2, B)-meBbar fiir alle w1 € Q1 und fo, (A1, B)-meBbar fiir alle wz € Na.

Lemma 9.2

Beweis: f,'(B) = {w2 € Q2 : fu,(w2) € B} = ({w € Q: f(w) € B})u, = (ffelng))w1 € Aa. O

Satz 9.7 (Fubini I) 1, po seien o-endlich, f : @ — R nicht-negativ und (2, 8)-mefibar.
Dann ist w1 — [ fu,dpe (%1, B)-mefibar, w2 = [ fu,dp1 (A2, B)-meBbar, und es gilt:
J fd(ur ® pa) = [([ furdpa)pa(dws) = [ ( ffulduz)m(dwl)-
Beweis: Im Falle f = 3 a;14, erhdlt man [ fu,dps = 3 ai [ 1(a,),,dp1 = E aip1((Ai)w, ), also die Mefbarkeit von

=1 i=1

w2 = [ fupdpr, und [([ fupdpr)pa(dw2) = Z ai [ p1((Ai)ws ) p2(dw2) = Z aip1 ® p2(A;i) = [ fd(p1 ® p2).
Ist f > 0 (2, B)-meBbar, so existiert eine Folge (frn)nen C Primy(9Q, Ql) mit f, 1 f, ffdu = lim ffndu

Wegen (frn)ws T fuo und (fn)ws, € Primy(Q,2A), folgt mit monotoner Konvergenz gn(wz) := f fn wadpr T
fwad/.u Yws € Qa.
Nach dem bereits bewiesenen Teil gilt [ gnduz = [ frndu.
Wieder monotone Konvergenz liefert [( [ fu,dpi)pz(dws) = lim [ gndpe = lim [ fodp = [ fdp.
n—r 00 n—ro0
Wiederholt man dies mit w; anstelle von w2, so folgt der Rest der Behauptung. O

(Marginale) Erweiterung des Integralbegriffs:

Ist (2,2, u) ein Mafiraum, A € A mit u(A°) =0, f: Q — R, so nennen wir f (A, B)-meBbar, py-integrierbar, etc. ...,
. ;. iy, | flwy , weA .

wenn dies auf f: Q@ - R, f(w):= { 0 sonst zutrifft.

Wir schreiben dann [ fdu anstelle von [ fdu. Hierdurch wird die Integration von Funktionen mdglich, die nur fast
iiberall definiert sind (Rechenregeln bleiben erhalten.)

Satz 9.8 (Fubini II)
p1, p2 o-endlich, p := p1Q®ua, f: Q — Rsei p-integrierbar. Dann sind pi-fast-alle f,, po-integrierbar, pz-fast-alle

fus pi-integrierbar und es gilt: [ fdu = [([ fuadpa)pz(dwz) = [([ foidpe)pr (dwr).
Beweis: Reduktion auf Fubini I mit f = f* — f, etc. ... O

Man kann Fubini-Formel auch in der Form [ fdu = [[ f(w1,w2)p1(dwi)pe(dws) = [f f(wi,w2)pe(dws)p1(dwr) schrei-
ben. Also: Integration bzgl. des Produktmafles kann nacheinander iiber die Einzelkomponenten ausgefiihrt werden; Die
Reihenfolge ist dabei egal.

9.2 Produkte von mehr als zwei Mafiriumen

(94,2, pi) o-endliche Mafirdume fiir i = 1,... ,n.
(U1 RUA) QR A3) ®...) ® Uy, ist eine o-Algebra auf (... ((Q1 % Q2) x Q3) x ...) X Qy.

Identifiziert man dies mit Q1 X Q2 X ... X Qy, so erhédlt man, daf§ die Produkt-o-Algebra von den Rechteckmengen
Ay X Ay X ... x Ap, A; €U; fiir s =1.... ,n erzeugt wird und schreibt kurz: 2 :=2; ® ... ® 2, (® ist assoziativ.) Mit
Induktion erhilt man die Existenz (und Eindeutigkeit) eines Mafles p mit p(A1 X ... X Ap) = p1(A41) - ... - pn(An).

Schreibweise: A = @ Ai, p = @ pi.
=1 i=1

Der Satz von Fubini gilt in der entsprechenden Form.
Belsplel 9. 9 (Q, iy i) = (R, B,1) fiir s = 1,.

>< Qz = R, ® B (= B®") =: B" ist die o- Algebra der n-dimensionalen Borel-Mengen und " := [®" ist das
=1
n- dlmenswnale Lebesgue-Ma$.

B" wird erzeugt von I"™ := {(a,b] : a,b € R"}, (a,b] := {(z1,... ,Zn) 1a; <z < b; fiiri =1,... ,n}.

WMafle P auf (R", B") lassen sich durch die Verteilungsfunktion F' : R® — [0,1], F(z) := P((—o0,z]) charakterisieren.
Ist (92,2, P) ein WRaum und X : Q — R” (A, B")-mefbar, so heilt X (n-dimensionaler) Zufallsvektor, die Verteilungs-
funktion zu Fx () := PX((—00,z]) = P(X1 < 1,... , Xn < z,) heiflt auch Verteilungsfunktion zu X, usw.

Hat P* eine Dichte f bzgl. I, so nennt man f eine Dichte zu X; X heifit dann absolutstetig verteilt.

Schwieriger: Produkte von unendlich vielen Mafirdumen.

Einschrinkung auf WRaume; Sei also I # ) und fiir jedes 7 € I sei (24,2, P;) ein WRaum.

Fiir jedes J C I wird durch II; : @ — X Q;, II;(w) := w|s die Projektion auf die J-Koordinaten definiert.
icJ

Die Produkt-o-Algebra 2 := @ 2; auf 2 ist die von den Zylindermengen mit endlicher Basis IT;"*(A;), A7 € @ i, J
i€l i€J
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endlich, erzeugte o-Algebra.
2 wird auch von den Mengen II, '(4;) := H{;}l(Ai), A; € U; erzeugt. Dieses System ist aber nicht N-stabil. Die
Produkt-o-Algebren werden von den Projektionen erzeugt.
Satz 9.10 Auf (Q,9) existiert genau ein WMa$$ P = @ P; mit PV = @ P; fiir alle endlichen J C I.
i€l i€
Beweis: Ahnlich wie bei der Existenz von I, siche Bauer. a
Minzwurf: ({0, 1}, P({0,1}), (6o + 61)).
Der unendlich oft wiederholte Miinzwurf: ({0,1},P({0,1}), 2(0 + 61))", © = {0,1}" Menge aller 0-1-Folgen.

Durch {0,1}" 3 (wi)ien = Swi-27% € [0,1] wird eine (A, Bo,1))-meBbare Abbildung mit der Eigenschaft
i=1
((3(60 +61))®M)T = 10,17 (siehe auch Bsp. 5.30) definiert.

9.3 Unabhingigkeit

Erinnerung (Def. 5.27):
o {2; : ¢ € I} heifit unabhiingig, wenn P( [ A;) = [[ P(4i), A; € Uy, VJ C I, J endlich, gilt.
ieJ ieJ
o Ist (Qi,2;) ein mefibarer Raum Vi € I und X; : @ — Q; (U, A;)-meBbar, so heifit {X; : ¢ € I} unabhéngig, wenn
die o-Algebren o(X;) = {X; '(A;) : A; € 2} unabhingig sind.
Klar: Eine Familie von o-Algebren/Zufallsgréfien ist genau dann unabhingig, wenn jede endliche Teilfamilie unabhingig
ist. Beim Nachweis der Unabhangigkeit kann man sich auf N-stabile Erzeugendensysteme beschrinken (~ Satz 5.28.)

Beispiel 9.11 (“co-oft wiederholter Miinzwurf”)
Es sei Q@ = {0,1}", 24 =P({0,1})®", P = (}(60 + 61))®". Definiere X, : @ — R durch Xy ((wi)ien) := wn (Mafitheorie:
Projektion auf die n-te Koordinate, Stochastik: Resultat des n-ten Wurfes). X, ist nach Konstruktion mefibar.
Klar: P(X, =0) = P(X, =1) = 1.
Ein N-stabiles Erzeugendensystem von 2 = o(X;) ist &; := {A4;} mit 4; = {X; =1}.
Ist J C N endlich, J = {41,... ,in}, so gilt:

P(QJA;) = P(Xil = 1’---Xin = ]_) = PHJ({].} X ... X {1}) = (%)n = HIP(X,'J. = 1)

k) ]:

Also: {X,, : n € N} ist eine unabhéngige Familie. Auflerdem ist X := (Xi,...,X,) ein n-dimensionaler Zufallsvektor
(~ Aufgabe 15). Die Verteilung von X heiflt gemeinsame Verteilungsfunktion/Dichte von X1,... , Xn.

Satz 9.12 (veraligemeinert Satz 4.18)
Es seien Xi,..., X, ZV auf (Q,%, P).
(i) Dann gilt: X1,..., X, sind unabhingig <= P&1-Xn) = pX1 g @ pXn,
(ii) Es sei F; die Verteilungsfunktion zu X; (1 < ¢ < n), F die gemeinsame Verteilungsfunktion. Dann gilt:

13
X1,...,Xn unabhingig <= F(z1,...,zn) = [[ Fi(zs) Yz € R".
=1

(iii) Es sei f; eine Dichte von X;; f(z) := [] fi(z) fir z = (z1,... ,Zn)-
i=1

Dann Xi,...,X, sind unabhéngig = f ist gemeinsame Dichte.
Beweis: J := {(—00,a] : a € R} ist ein N-stabiles Erzeugendensystem zu 9B, also ist {X; '((—o0,a]) : a € R} ein
N-stabiles Erzeugendensystem zu o(X;).
(i) und (ii) folgen aus Satz 5.28 und der Definition des Produktmafes.
Teil (iii) folgt mit Fubini I aus Teil (ii). O
Bekannt: Funktionen von unabhéngigen Zufallsgroflen sind wieder unabhingig.
Satz 9.13 (Multiplikationssatz, verallgemeinert Satz 4.19)
Fiir unabhéngige Zufallsvariablen X, Y gilt E(XY) = (EX)(EY) (vorausgesetz die Erwartungswerte existieren).
Beweis: EXY = [ X(w)Y (w)dP zlf :cyP(X’Y)(d:c,dy) 020 f:cyPX ® P¥ (dz,dy) Fubini 11 I zyPX (dz))PY (dy) =
Jy([ «P¥(dz))P¥ (dy) = EX [yP¥ (dy) = (EX)(EY). U
In Verallgemeinerung von Def. 4.21 nennen wir den Erwartungswert

cov(X,Y)=E((X —EX)(Y —EY)) (= E(XY)— (EX)(EY)) die Kovarianz der ZV X und Y.
Im Falle cov(X,Y) = 0 heiflen X und Y unkorreliert.
Im Falle var(X) > 0, var(Y) > 0 heiBt p(z,y) := ——2EY)_ der Korrelationskoeffizient.

Vvar(X)-var(Y)

Unabhéngig Z Unkorreliert.

n n
var(X1 + ...+ Xn) = Y var(X;) + Y, cov(X;, Xj) ~+ Bienaymé.
=1 5,5=1
i#i

!Transformationsformel, Verlagerung der Integration auf den Bildbereich
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Satz 9.14 (Das Borel-Cantelli-Lemma)
(9,9, P) WRaum, (Ayn)nen C 2 eine Folge von Ereignissen; limsup A, = (| |J Ak (unendlich viele der Aj’s treten

n—r00 n=1k=n

ein, — Bsp. 1.2(i)). Dann gilt:
(i) > P(An) <o = P(limsupA,)=0
n=1

n— oo

(ii) > P(Ap) = oo und {An|n € N} unabhingisg = P(limsup 4,) =1.
n=1 n—oo

Beweis: (i) Aufgabe 5c) zur Stochastik I.
(ii) Sei py := P(Ay). Fiir alle n € N gilt (mit 1 — p < exp(—p) Vp € R):
o I N N
0< P(N A4 S E" jim P(N 4¢) = lim ] (1-ps) < lim exp(-
k=n N— oo N— oo

k=n von unten N— oo k=n k

also folgt: 0 < P((limsup A,) ©) = P(UJ N 4) < 32 P(N Ag) =0. O
n=1 k=n

n—r 00 n=1k=n

M=z

pk) =0.

n



Kapitel 10

Gesetze der groflen Zahlen

10.1 Konvergenz fast-sicher und Konvergenz in Wahrscheinlichkeit

Gesetz der grofilen Zahlen gibt es in “starker” und “schwacher” Form; sie beziehen sich auf unterschiedliche Konvergenz-
arten.
Definition 10.1 Es seien X, X1, Xa,... ZV auf (Q,2, P).

(i) X, konvergiert P-fast-sicher gegen X, Schreibweise: X, L% X, wenn gilt:
P{we: lim X, (v)=X(w)}) =1
n—o0

(if) X, konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen X, Schreibweise X, £ X, wenn gilt:
lim P({w € Q: | Xn(w) — X (w)| > €}) = 0 fiir alle € > 0.
n—oo

Satz 10.2 (Konvergenz fast-sicher impliziert Konvergenz in Wahrscheinlichkeit, die Umkehrung gilt nicht)

Beweis: % = 23
Sei N :={w € Q: X, (w) 4 X(w)}, nach Voraussetzung: P(N) = 0.
Sei € > 0 und setze A, :={w € Q: sup |Xm(w) — X (w)| > €}
m>n

Klar: Ap D Apy1. Fiir reelle Zahlenfolgen (an)nen gilt lim a, =a <= lim sup |am —a| = 0, also:
n—o0 n—o0 mzn

Au LN, C{w € Q:limsup | Xo(w) - X(W)| 2} SN (N.:= (] 4n)
n=1

Also: 0 < P(| X, — X| > ¢) < P(A,) — P(N.) < P(N)=0.

Gegenbeispiel zu —» = L% (2,2, P) = ([0,1),Bl[0,1 U j0,1))-
Jedes n € N 146t sich eindeutig in der Form n = 2™ + k, m € No, k € {0,...,2™ — 1}

schreiben. Sei X, := 1j.0-m (g41).2-m), X =0. it

n—qo o
Dann gilt Ve > 0 : P(|Xp — X| > ¢€) = P([k-2"™,(k+1)-2"™)) = 27™ "=5 0, also Do
Xn 2 x. |

Andererseits gibt es zu jedem z € [0,1) und m € Nein k£ € {0,...,2™ — 1} mit ¢ € o

k-27™ (k+1)-27™), 2 € [j-27™,(j + 1) -27™) fiir j # k, d.h. die Folge (Xn(z))nen TR
nimmt oo-oft den Wert 0 und oco-oft den Wert 1 an. - —t
Also: P({w € 2 : X (w) — X(w)}) =0. o o 1

10.2 Das schwache Gesetz der groflen Zahlen

Sammelbegriff fiir Resultate der Form i(i Xi —by) 250, mit geeigneten (an)nen, (bn)nen C R
Ein einfaches Beispiel, das den diskreten Ft*a.zll1 (Satz 4.28) verallgemeinert.

Satz 10.3 Essei EX,” < co Vn € N, sowie cov(X;, X;) = 0 fiir ¢ # j. Dann gilt:

lim f)lvar(x,-) =0 = 1 S (X — EX:) s 0.

n—o0 i=1

n
Beweis: Sei Y, := = > (X; — EX;).
i=1

Es gilt EY, =0, var(Ys) = 25 Y var(X;) + ZCOU(Xi,Xj)
i=1 —y
i#]

=0
Mit der Ungleichung von Chebychev: P(|Yy| > €) < Zvar(Y,) =5 0. a

51
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10.3 Das starke Gesetz der grofien Zahlen

n
Sammelbegriff fiir Resultate der Form i(z Xi — bn) LN 0, wieder mit geeigneten (an)nen;, (bn)nen C R
=1
n
Die Partialsummen S, := > X; werden durch (b,)pen in der ‘Lage’ und durch (an)nen in der ‘Skala’ verdndert.
i=1
Wichtigstes Beispiel:

Satz 10.4 1st (X )neN eine Folge unabhingiger und identisch verteilter ZV mit E|X;| < oo, so gilt:
X, (=15, =12 ZX) I3 BX.

Beweis: Wir nehmen zuna.chst X, >0VneN an.
Yy := Xy - 1{x, <k} (‘bei k abgeschnitten’)
Sp' = znj Y%. Mit monotoner Konvergenz folgt: EYy = EXy - 11x, <k} = EX1 - 1ix, <k} 2% BX,.

k=1
n

Aus der Analysis bekannt: (an)neny C R mit ap a0 = £ > a; - a.', dh.
=1

(1) lim 1ES = lim 2 EEYk_EXl

n—oo n—oo

(2) Die Y-Variablen sind w1eder unabhingig (aber i.A. nicht mehr identisch verteilt), also
var(S,") = Y var(Y) < ¥ BY;? = 3 EX,® Ly < 30 BXE - Lixyemy = nEX,? - 1po,u1(X1).
i=1 k=1 k=1

=1

Wihle a > 1 und setze my, := [a@"], ¥(z) := ) mL [0,mn](2), N(z) = min{n : m, > z}.

n=1
Wegen m_l,. = Lal"J < ai" und V@) > [aN(’”)J = mN(m) > z folgt
0 (o]
@)= Y <2 ¥ am=2aV0 1 <k o= 2o
n=N(z) " n=N(z)

0 (2) oo

Mit Chebychev folgt nun fiir alle € > 0: > P(;=|Sm, — ESp, | > €) 5 2 = BEXy? - 1j0,m,1(X1)
n=1 n=1

px E o @
=2 X mrloma(X1) = 3 EX°¥(Xh) < kEXy < oo.
P

Hieraus folgt wegen Aufgabe 18(ii) min(S,,’{" —ES,; ) — 0 P-fs. und wegen (1) und Aufgabe 18(i)
(4) ;28 — EX; P-fs.
Wie wollen “den * loswerden -

E P(X, #Y,) = Z P(X1>n) < [P(X1 > z)de = EX1 < oo (~ Aufgabe 14)
N1 N——

o

P(Xn>n)
Mit Borel-Cantelli folgt, dafl Ny := {w € Q : Xp(w) # Yn(w) fiir unendlich viele n} eine P-Nullmenge ist. Fiir
w € X,° existiert somit ein k(w) < co mit X, (w) = Yy (w) Vo > k(w). Auf Ny° gilt also 1(Sp(w) — S, (w)) =

k(w) "
L(Y Xp(w) = Yi(w)) =30, d.h. 1(Sp — S,*) — 0 P.-fs. und mit (4) folgt
k=1

(5) ;=Smn. — EX1 P-fs.
Als né#chstes: Einschrinkung auf Teilfolgen “loswerden”.
_my_ Smy < Sk < M1 Smagn gy My <k <Mnpt+1  ((Sk)ren hat Zuwéchse > 0)

Mpt1 Mn  — = Mmn  Mpyq

1px; < 1iminf%

. m, N 1 k— o0 .
Mit Zoas " — 2 folgt llmsup < aEX: P-fs. Va > 1 wegen (5).
k— o0

Sei N, die zugehorige Ausnahme-Nullmenge. Auflerhalb der Nullmenge (J N, 1 gilt dann (mit o — 1)
j=1 3

EX; <liminf S’“T(w) < lim sup S’“T(‘”) < EX;, also
(6) X = 25, — EX; P-fs.
Es bleibt die Einschrankung auf X; > 0 zu beseitigen:

=%§Xi+—%gx—‘6) O, BX,* - EX,” = EX;. O

Beispiel 10.5 (siehe auch Beispiel 9.11)

(Q,%, P) = ({0,1},P({0,1}), 2 (60 + 61))®" Modell fiir co-oft wiederholten Wurf einer fairen Miinze.
Xy, : Projektion auf n-te Koordinate (Resultat von Wurf Nr. n)

(Xn)nen geniigt den Voraussetzungen von Satz 10.4, also 21 #{1 <i<n:X; = 1}’— EX; =1 Pfs.

! Césara-Mittelwerte haben den gleichen limes.
2%5’”, Anzahl der Kopfwiirfe in den ersten n Versuchen.
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In mafitheoretischer Sprechweise: Das Produktmaf} P ist auf die Menge der 0-1-Folgen konzentriert, bei denen die relative
Héufigkeit von Kopf gegen 1 konvergiert.

In wtheoretischer Sprechweise: Die W. dafiir, daf} die relative Haufigkeit des Ereignisses Kopf gegen seine W. konvergiert,
ist 1.

(L&t sich auf (1 — p)do + pd1 verallgemeinern, d.h. obige Aussagen gelten fiir Ereignisse mit beliebiger W. p.)

Beispiel 10.6 (siehe auch Aufgabe 28 zur Stochastik I)
Esseip €N, p> 1. Zu jedem z € [0,1) existiert eine eindeutige Entwicklung zur Basis p,
o0

z=Y arp ® ar€{0,...,p—1}, #{k:ar #p— 1} = co.
k=1

Es sei B die Menge der zur Basis p normalen Zahlen, B := {z € [0,1) : lim 2#{1 < k < n:ax = q} = 119 fiir
n— oo

g=0,...,p— 1} (grob: alle moglichen Ziffern kommen gleichoft vor.)

B € ‘B folgt mit Aufgabe 28 zur Stochastik I, also I[(B) =?

(2,2, P) = ([0,1),B][0,1) Ul[0,1))- Fiir jedes n € N, w € Q sei X, (w) die n-te Ziffer der Entwicklung von w. Dann ist
(Xn)nen eine iid Folge mit P(X, = q) = % firg=0,...,p— 1.

Sei g € {0,...,p—1}, Yy := 1143 (Xn). Dann ist (Y»)nen wieder eine iid Folge und es gilt:

1 — 1
P(B,) =1 mit B, = Q: lim = Yi(w)= =
(Bq) mit B, ={w € ngr;onl; (W) » }

= -~
n p—1

Wegen > Yi(w) =#{1l <k <mn:ar =q} gilt B= () By, also P(B) = 1. Beachte: p war beliebig!

k=1 q

=0
Daher: Satz von Borel: [-fast alle Zahlen sind normal in allen Basen p > 1.
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Kapitel 11

Charakteristische Funktion

11.1 Grundlegendes

(Q,A,P), f:Q—=C, f=g+1ih (g,h R-wertig)
J fdp == [gdp+1i [ hdp, wenn g, h p-integrierbar
Linearités, etc. gilt weiter, auch Re([ fdu) = [ Re(f)dp.
Lemma 11.1 | [ fdu| < [|fl|dp.
Beweis: Annahme [ fdu # 0 (sonst ist nichts zu zeigen)
Re(f fdp- f) <|[ fdu- fl=1[ fdpl|-1fl.
| [ fdul* = Re([ fdp- [ fdu) = [ Re([ fdu- f)du < [| [ fdpl - |fldu
T [ fdul < S\ fld O

Definition 11.2 (Charakteristische Funktion)
X ZV auf (2,2, P). Dann heifit px : R — C, px(0) = Eexp(i0X) die charakteristische Funhktion zu X.

px(0) = Ecos(6X) + iEsin(0X). Dieser Erwartungswert existiert (|...| <1).
Eexp(i0X) = [ exp(i0X (w))P(dw) 0"~ fexp (i0z) PX (dz).
Q

atlonssat

Also: Zufallsvariablen mit derselben Verteilung haben dieselbe charakteristische Funktion.

e Ist X diskret verteilt (P(X € A) = 1 fiir eine abz&hlbare Menge A C R), so gilt ox(8) = . exp(ifz)P(X = z).
TEA

o Ist X absolutstetig verteilt mit Dichte f, so gilt ¢x(0) = [exp(ifz)f(z)dz. (¢ ist Fourier-Transformierte zu
PX).

Beispiel 11.3
(i) X ~Bin(n,p): ¢x(6)= E p(i0k) (3)p* (1 —p)" % = 3 (}) (pexp(i0))*(1 —p)"~* = (1 — p + pexp(if))".

k= 0

k=
1
.. i ) _ | #(exp(i6) —1) fiir  #0
(i) X ~unif(0,1): ox(0 gﬁ exp(ifz)dz = { 1 fird=o

Satz 11.4 Ist px die charakteristische Funktion zu X, so gilt:
(i) ex(0)=1

(i) lex(@)<1 VOeER

(iii) ¢x ist gleichmifBig stetig auf R

(iv) ¢x)=px

(V) @ax+5(8) = exp(i6b)px (ab)

Beweis: (i) px(0) = Eexp(0) =1

Lemma
@) lpx(®) < Blexp(ibX)| =1.

(iii) |ex (8 +h) — ¢x(8)| = |Eexp(i(f + h)X) — exp(i6X)| < E|exp(i0X)(exp(ihX) — 1)| < E| exp(ihX) — 1|
Sei nun (An)nen C R mit A, — 0. Dann gilt fiir alle w € Q: cos(hnX(w)) — 1, sin(hnX(w)) — 0.
Alle diese Funktionen sind betragsméflig durch die P-integrierbare Funktion w + 1 beschrénkt, also folgt mit
majorisierter Konvergenz: sup |px (0 + hn) — ¢x ()| < E|cos(hnX) — 1| + E|sin(hnX)| — 0.
0€R

(iv) ¢x)(0) = Eexp(if(—X)) = Eexp(i(—0)X) = Ecos(—0X) + iEsin(—§X) = Ecos(§X) —iEsin(0X) = ¢x(9)
(v)  wax+b(8) = Eexp(if(aX + b)) = exp(i6b)E exp(if(aX)) = exp(i6b)E exp(i(fa) X ) = exp(ifb)px (ab). O
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11.2 Ableitungen und Momente

n!

. n : n n
Lemma 11.5 Fiir alle n e Ny, y € R gilt: |[e¥ — 3 (’Z—?k| < min{ |(f’1‘+:r)1!, A"y
k=0
Beweis: Es reicht, den Fall y > 0 zu betrachten (|Z| = |2|.) Zun&chst:
i noo. n Y .
(1) e¥=3 (”,:—.)k + % Sy —s)"e**ds
E=0 0

y )
Bein=0:1+1¢ f e'®ds = e'Y. Partielle Integration ergibt:

Y , n y .
(2) [(y—s)e?ds = i (y — s)"te**ds liefert Schritt von n nach n + 1.
0 Yo
y
|_({ y —s)"e*ds| < f —s)"ds = Fgy"
Mit (1) folgt die Oberschranke (n++11)|
y y .
In (2) erhilt man mit n — 1 anstelle von n %‘({ —s)"et*ds = bf(y — )" teftds — in
. no Y
Also liefert (1) auch ¥ = (i )k f( —8)" (e — 1)ds und damit
k=0 0
iv _ g~ G r n-1 "
|e!1_k20 vo| < (n—1)!-({(y_s) |e —1lds < e 1),9n—. O

<2

Satz 11.6 Im Falle E|X|* < oo ist ¢x k-mal differenzierbar und es gilt <pf,?)(0) = E(iX)* exp(i0X), insbesondere
<p§?)(0) =i*EX*. AuBSerdem ist cpg?) gleichmiBig stetig und beschrinkt.
Beweis: £0thl=¢() 9+hh_“’ 0) = B exp(ifX)(&RlhX)-1 “;LX =1
Lemma 11.5 ergibt bei n = 1: |exp(thz) — 1 — thz| < min{ hzf ,2|hz|}, also
|xRlhe) 1) < g|g|, AL X (mit h — 0.)
Gilt nun E|X| < oo, so 148t sich der Satz von der majorisierten Konvergenz anwenden und liefert

¢'(6) = lim 2@th)=¢0) — Bexp(i6X)(iX).

Hat man bereits “E|X|* < co = ¢®)(9) = E(iX)* exp(i0X)” gezeigt, so folgt bei E|X|**! < co mit denselben
Argumenten: p*t1)(g) = lim L™ (0 +h) — p*)(9)) = lim E(iX)* exp(i6X) (221 — p(; X )+ exp(i0X).
— —

Rest wie im Beweis zu Satz 11.4 (iii). O

Satz 11.7 Fir alle € R mit lim " £|X|" = 0 gilt px () =
n—r o0 :

Beweis: Lemma 11.5 liefert nach Integration (y ~» X) : |¢X(e) Y G0% pxk| < 2l g x|, O

Beispiel 11.8

[e)
X ~ N(0,1). Alle Momente zu X existieren. Aus Symmetriegriinden hat man EX+! = % I exp(—%)da: =0.

Partielle Intergration liefert EX?* = (2k — 1)EX %+ 2,
62" EX2n — g2n 2n=1)(2n—38)-....3-1 _ §2n

(@n)! (2n)! = 2nqnl
X (i9)2F X (—g2)k Py
px(@)= 3 Gy (k=1 053 1= 3 GEE = exn(-5).

X ~ N(p,0%) = ¢x(0) = exp(ipd — 36°0°)

11.3 Umkehrsatze

Satz 11.9 Essei X ZV mit charakteristischer Funktion . Dann gilt fiir alle a,b mit —co < a < b < oco:
T . )
7P(X =a)+ Pa< X <b)+3P(X =b) = lim 5 J; exp(=ifa)=exp(=i0) ,(g) dg.

2

T . .
Beweis: S(y) = [ Lsin(z)de, I(T) = 5 [ 2REHel-exp(=ifh) ,(4)4g

_T ¢
1 —i _ _ —i _
TR x [-T,T] > C, ¥(f,a):=4 wP(—ibla—2))—exp(=ib(b b“f)i : 3768
Mit Lemma 11.5 (fiir n = 1) folgt, da8 ¥ stetig ist und |¥| < b — a gilt.
Insbesondere: ¥ ist PX ® l|{—r,77-integrierbar.

Ot —w

L (exp(—ifa) — exp(—i6b))( [ exp(ifz)P* (dz))df =

Also 148t sich Fubini II anwenden: I(T) = £ [ %

2w

|
Ehaals
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= J( i % (exp(—ib(a — z)) — exp(—if(b — z)))d8)P* (dz)

T T
Mit ¥op,7(z) =2 [ 2sin((z — a) — 2 [ Zsin((z — b)0)d6 hat man I(T) = 3= [ Wap,r(z)P* (dz),
0 0
T 1 ) >
[ 7 sin(c8)db = sgn(c)S(Tcl), sgn(c) = 0 , ¢=0 ,also
0 -1 <
U, p,7(x) = 2sgn(z — a)S(T|z — a|) — 2sgn(z — b)S(T|z — b|) (Bekannt: S(y) — § mit y — co)
0 , zz<a
T, T=a
Vopr(z) 2 Wap={ 21 , a<z<b
T , xx=b
0 z>b
Da S als Funktion auf [0, c0) stetlg ist und mit £ — co gegen einen endlichen Grenzwert strebt, gilt sup |S(z)| < oo.

Man hat also zu (¥4, 7)7>0 eine integrierbare Majorante, d.h. es folgt mit Lebesgue (majorisierte Konvergenz)
Tlirn I(T) = & [V p(x)P¥(dz) = £ (7 P(X =aoder X =b)+2r-Pla <z <b)). O
— 00

Korollar 11.10

Sind X und Y ZV mit derselben charakteristischen Funktion, so haben X und Y dieselbe Verteilung.

Beweis: Man sieht leicht, da8 fiir jede abz&hlbare Menge D das System Jp := {(a,b] : a < b, a,b € D} ein N-stabiles
Erzeugendensystem von B ist. Setzt man D := {a € R: P(X = a) > 0 oder P(Y = a) > 0}, so folgt mit Satz 11.9, daf§
PX und P¥ auf Jp iibereinstimmen.

Sei A(X) :={z: P(X =z) > 0} die Menge der Atome von X.

Wegen #{z € R: P(X =z) > 2} < n, A(X) = G {z : P(X = z) > %} ist A(X) und damit D = A(X) U A(Y)
n=1
abzahlbar. O

Satz 11.11 Es sei X eine ZV mit charakteristischer Funktion ¢.
Gilt [|¢(8)|d < oo, so hat X eine stetige Dichte f, die gegeben wird durch f(z) = 5= [ exp(—ifz)p(8)d6 Vz € R.
Beweis: Lemma 11.5 liefert (%) |75 (exp(—ifa) — exp(—ibb))| < |b — al.
Ist px l-integrierbar, so ist |b —a| - |¢ X| eine integrierbare Majorante fiir den Grenziibergang in Satz 11.9, es gilt
also P(X =a)+ Pla < X <b)+ : P(X =b) = 5= [ +(exp(—ifa) — exp(—ifb))¢(8)df.
Mit (*) folgt Pa < X <b) < 5-[b—al| f |¢(0)|db, insbesondere P(X = z) = nll_)n;o Pe—-i<X<z+1)=0dh
X hat keine Atome. Se1 F d1e Verteilungsfunktion zu X.

Dann: F(b) — F(a) = 5 [ 3 (exp(—ifa) — exp(—i6b))¢px (6)db Va < b.
Wegen () 148t sich wieder maJor1s1erte Konvergenz anwenden:
}llin%) w =5 fexp(—i@m)’{ir%(%(;“%))ga(0)d0 = 5 [exp(—ifz)p(8)do. O
— —

11.4 Faltungen

X, Y seien unabhingige ZV auf (Q,%,P), Z:=X+Y. x.)
’ 2

Nach Satz 9.12(i): Der Zufallsvektor (X,Y) : Q — R® hat die 0 R
Verteilung P* ® PY, Z ist Funktion von (X,Y). ~ .
PZ ist das Bildmafl von P* ® PY unter h. DN )

~ h(x,y):=x+y
Definition 11.12 (Faltung) Se
Es seien p1, g2 WMafle auf (R, B). Dann heifit das Bildmafl von z RN
1 ® p2 unter der Abbildung (z,y) — z + y die Faltung u; * p2 S
von i und pa. R
Satz 11.13 Sind X und Y unabhiingige ZV auf (2,2, P), so gilt PX*Y = pX « p¥,
Satz 11.14
(i) Fir alle A € B gilt p1 * p2(A) = [ p1(A — y)pa(dy) = [ p2(A — z)pi(dz), wobei A —z := {y — z : y € A}, etc.

(i) Sind Ax, Ay abzdhlbar mit P(X € Ax)=P(Y € Ay) =1, s0 gilt P(Z € Az) = 1 mit
Az ={z+y:z € Ax,y € Ay}, Az abzihlbar, und

P(Z=2z2)= EEA PX=z)PY=z—2)= EZ; P(X=z—-y)P(Y =y).

(iii) X, Y seien unabhingige ZV. Sind fx, fy Dichten von X und Y, so ist auch Z = X + Y absolutstetig verteilt,
mit Dichte fz(z) = [ fx(z —y)fr (yv)dy = [ fx(z)fr(z — z)dz.
Beweis: (i) Sei B := {(z,y) € R : a:+y€A} By={zeR:(z,y)€EB}={z€cR:c+yc A} =A—y
Dann gilt pg * p2(A) = p1 ® pa(B) = f p1(By)p2(dy) = [ pa(A — y)ua(dy).
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() P(Z=2)= Y PZ=2X=2)= Y, PV =z—z,X=2)= 5, PY=z—2)P(X =x).}
TEAX TEAX TEAx
(Diese Aussage zeigt, daf hier der in der Stochastik I eingefiihrte Faltungsbegriff (— Satz und Definition
4.25) verallgemeinert wird.)
(iii) Wir definieren f: R — R durch f(2) := [ fy(z — z) fx (z)dz.
] @z = [([ Lcooa(2) fr(z = @) fx (@)da)dz "2™ [( / L= coa)(2)f (z — 2)d2) fx (2)da =

(—00,a] ~ v
~~

Substitution 2'=z—z

JU Lconama)(?) fr()d2')PX (da) = [ P(Y < a— 2)PX(do) "% PX « PY((~00,a)) "% P(Z <a). O

(—o0,a]l—z

Beispiel 11.15 X, Y unabhingig, X ~ N(0,0°), ¥ ~ N(0,7°). Die Verteilung von X + Y ist gesucht.
Satz 11.14 (iii) liefert:
— 1 1 2 1 1 2 quadratische 1 1 1 - 2
fxiv(2) = [ s 0(—5020") oy (g (2 — 2))de = e van  OP(3(0 2 5s) -
2
m)du = \/27r(¢:2+7—2) exp(_2(021+1'2)z2)7 also fOlgt 7 ~ N(0,0'2 + 7'2).
Im allgemeinen Fall, X ~ N(y,0%), Y ~ N(),7?), liefert Anwendung auf X — g und Y — X:
X, Y unabhingig, X ~ N(u,0%), Y ~ N, 7?) = X +Y ~N(u+v,0%>+7%).

Satz 11.16 Sind X, Y unabhingige ZV mit charakteristischen Funktionen @x und gy, so gilt fiir die charakteri-
stische Funktion pxty zu X + Y:px 1y (0) = ox(0) - oy (8) Vo € R.
Beweis: Sei § € R. Mit X und Y sind auch exp(i0X) und exp(i0Y’) unabhingig, also folgt:

x4y (0) = Eexp(i0(X +Y)) = E(exp(i6X) exp(ifY')) thf.g:f (E exp(i0X)) - (Eexp(i0Y)) = px(0) - vy (8). O
Beispiel 11.17 X, Y unabhiingig, X ~ N(g,0?), Y ~ N(v,72).
ox(0) = exp(ipd — 20°6%), oy (0) = exp(ivf — 27°6°) (nach Beispiel 11.8)
Satz 11.16 liefert px4v(6) = exp(i(u + v)0 — 1(o? + 72)6°).
Dies ist die charakteristische Funktion (nach Beispiel 11.8) zu N(u + v,02 + 72), also mit Korollar 11.10
X+Y ~N(u+v,0>+77%) (vergleiche mit Beispiel 11.15.)



Kapitel 12

Verteilungskonvergenz

12.1 Erinnerung, Zusammenhang zu anderen Konvergenzbegriffen

(Definition 6.2) Sind P, Py, Ps,... WMafle auf (R, B) mit Verteilungsfunktion F, F}, Fs, ..., so konvergiert P, schwach
gegen P, P, Y, P, wenn gilt: li_I)n F.(z) = F(z) fiir alle Stetigkeitspunkte « von F'.

Sind X, X1, Xa,... ZV auf (u.U. verschiedenen) WR&umen (2, %, P), (21,1, P1),... so konvergiert X,, gegen X in
Verteilung, X, 2y X, wenn P,X» X5 pX dh. lim P(Xn<z)=P(X <12) fiir alle z mit P(X =z) =0.

n—r o0

Satz 12.1 Sind X, X1, Xs,... ZV auf demselben WRaum (2,2, P), so gilt:
Xo 5 X = X DX, Xp 2 X = X, 2 X.
Beweis: Da “2% — 3 bekannt ist, reicht es, die zweite Aussage zu beweisen.

Es gelte also Xy, Iy x , FyF1, F,... seien die zugehoérigen Verteilungsfunktionen.
PX,<z)<P(X<z+46)+P(X, - X|>9) (denn X, <z = X <z +46 oder | X, — X| > ¢)
P(X,<z)>P(X <z-§)—P(X,—X|>9)

Laft man nun zunéchst n — co gehen und dann ¢ | 0, so folgt
F(z—) < linn_l)igf F,(z) < limsup Fy,(z) < F(z), also F,(z) — F(z) fiir alle Stetigkeitspunkte « von F

n—00

(in denen ja F(z—) = F(z) gelten muf.) O

Schwache Konvergenz ist wirklich schwécher als L.

_ X , mngerade
X~ N@©,1) X = { —X , n ungerade

Satz 12.2 (Shorohod)
Es seien X, X1, X2,... ZV mit X, — X. Dann existieren ein WRaum (€, 2, P) und hierauf ZV X', X}, X}, ... mit
X'Z2x'x.2Xx, vneN X, 1% x'.

Beweis: Es seien wieder F, Fi, F», ... die Verteilungsfunktionen zu X, X1, X»,.... =
Sei (Qamy P) = ([07 1)1%“0,1)7”[0,1))' X' = F_17 X?"L = Fn_l T
(Definition 5.19) F~'(z) = inf{y : F(y) > z} “Quantiltransformation”
Dann gilt: X' 2 X, X!, £ X,, (~ Beweis zu Satz 5.21)

Es bleibt zu zeigen: VY
(1) lim X7, (w) = X' (w) fiir P-fast alle w € Q. X (@) Xi(w)
Sei w € (0,1). Zu gegebenem € > 0 wihle ein £ € R mit X' (w) —e <z < X'(w) und P(X =z) = 0.

(X hat nur hchstens abzihlbar viele Atome, also 148t sich in (X'(w) — €, X'(w)) ein solches z finden.)
Man hat y < F(z) <= F~ '(y) <=z (Lemma 5.20), also w< F(z) <— X'(w)<z=z
Da F in z stetig ist, gilt F,,(z) — F(z) mit n — oo, also existiert ein no derart, dafl F,(z) < w fiir alle
n > no gilt, denn F(z) < w. Damit X, (w) > z fiir alle n > ng, denn: w < Fp(z) < X, (w) < =z, also
linn_1>i£fX;,(w) >r>X'(w)—e

Hieraus folgt mit € | 0 liminf X}, (w) > X' (w).
n—00

Eine #hnliche Argumentation zeigt lim sup X;, (w) < X' (w") Yo' > w.
n—o0
In den Punkten w, in denen X' von rechts stetig ist, und das sind fast alle, kann man nun w' | w ausfiihren und

erhilt insgesamt X' (w) < liminf X, (w), limsup X;, (w) < X' (w). O

Le(X') = £(X), X' hat dieselbe Verteilung wie X
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Satz 12.3 Es sei Cy(R) die Menge der stetigen und beschréinkten Funktionen h : R — R.
Dann gilt: X, =5 X <= Eh(X.) > Eh(X) Vh € Co(R).
Beweis: “=—": Nach Satz 12.2 existieren auf einem geeigneten WRaum (Q,%2(, P) ZV X', X1, X3,... mit X’ 2 x,

X, 2 X, V¥nund X!, — X' fast sicher.

Da h stetig ist, gilt dann auch A(X;,) — A(X') fs..

Da h beschrénkt ist, kann der Satz von der majorisierten Konvergenz angewendet werden und liefert
Eh(X,) = Eh(X},) = ER(X') = ER(X)

1 , z<a h (X)
“=": Fiir alle a,b € R mit a < b sei hqp(z) = 2:2 , a<z<b 1 ab
0 , z>0b —
Es seien F, Fy (k € N) die Verteilungsfunktionen zu X, Xj. \
Dann gilt fiir alle y > 2 :
Fn(z) = El(_ o 2)(Xn) < Ehgy(Xn) = Ehgy(X) < El(_ oy (X) = F(y)- !
Also: limsup Fr,(z) < F(y) Yy >z, mity | z: limsup Fr(z) < F(z+) = F(z). !
— 00 n—o0
Analog erhélt man fiir y < z: Fy(z) > Ehy,o(Xn) = Ehy,o(X) > F(y), :
also mit y t z : linn_l)gf F,(z) > F(z—). ! y X
In den Stetigkeitspunkten gilt: F'(z—) = F(z), also Fy,(z) = F(z). O X y

Satz 12.4 (“Continuous Mapping Theorem”)

Es seien X, X1, X2,... ZV mit X, B X. Weiter sei f : R = R eine Borel-mefibare Abbildung mit der Eigenschaft
P(X € {z €R: f nicht stetig in z}) = 0. Dann gilt f(X,) 3 f(X).

Beweis: Ubungsaufgabe. O

12.2 Straffheit und charakteristische Funktionen

Aus der Analysis:

Satz 12.5 (Helly)
Zu jeder Folge (Fn)nen von Verteilungsfunktionen existiert eine Teilfolge (Fn, )ren sowie eine schwach monoton stei-
gende, rechtsstetige Funktion G : R — [0, 1] mit klim F,, (z) = G(z) in allen Stetigkeitspunkten z von G.
— 00
Grobe Beweisskizze: Fiir jedes ¢ € R hat (F,(z))nen als beschrankte Folge reeller Zahlen einen Hiufungspunkt. Ist

(75 )ken eine Abzdhlung von Q, so wihle nacheinander Teil-Teil-Folgen (Fy, ;)jen mit Fy, ; (%) iz Go(rs) (Def.
von Go). Betrachte dann die Diagonalfolge Fy,; ;(x) = Go(x) Vz € Q. Setze G(x) :=inf{Go(q) : ¢ €Q, ¢ > z}.
Rest € — 4.

1

Beachte: Das G aus Satz 12.5 ist nicht unbedingt eine Verteilungsfunktion.
Im Falle F;, = 1(;, o) hat man G = 0 (Masse verschwindet im unendlichen.)

| ’ X
n
Definition 12.6 Eine Familie §3 von WMaSen heifit straff (englisch: tight), wenn zu jedem e > 0 ein kompaktes

Intervall [a, b] existiert mit P([a,b]) >1—€¢ VP € P.

Man sieht leicht: 31 und Po straff = P1 U P> straff.
P straff, Po C P = Po straff.
#P =1 = ‘P straff.

Satz 12.7 1st {P, : n € N} eine straffe Familie von WMaflen auf (R, B), so existiert eine Teilfolge (P, )xen und ein

WMaB P mit P,, — P, k — oco.
Beweis: Sei F, die Verteilungsfunktion von P,. Der Satz von Helly liefert (ng)ren und eine schwach monoton steigende,
rechtsstetige Funktion G mit Werten in [0, 1] derart, dal F,,, (z) — G(z) Vz, G stetig in z.
Noch zu zeigen: Ziimoo G(z) =0, xlgr()lo G(z) =1 (Dann ist G Verteilunsgfunktion, und das zugehdrige P tut’s.)
Es sei € > 0. Da {P, : n € N} straff ist, existieren a,b mit P,([a+1,b]) >1—¢ VneN
Insbesondere gilt: Fr(a) < e Vn € N. Da G héchstens abzéhlbar viele Unstetigkeitsstellen hat
(~ Beweis zu Korollar 11.10), existiert ¢ < a mit G stetig in c.
Es folgt: G(c) = kll)nrol<J Fp,(c)<ealso G(z) <e Vz<e
Damit ist gezeigt: Ve >03c € RVz <c:0< G(z) <e.
Das ist die Aussage wEmoo G(z) =0 in € — §-Schreibweise.

Bew. zu lim G(z) =1 ganz analog. O
xT—ro0
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Satz 12.8 (Stetigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen)
Es seien X, X1,... ZV mit charakteristischen Funktionen ¢, ¢1,.... Dann gilt X, 2X = en(0) = @(8) VO €ER
Beweis:
“=—=": Sei 8 € R. Die Funktionen & — cosfz, x — sin fz sind stetig und beschrénkt, also folgt mit Satz 12.3:
©on(0) = Eexp(i6X,) = Ecos(0X,) + iEsin(0X,) "=5 Ecos(0X) + iEsin(0X) = Eexp(i0X) = ¢(9).
“4=": Wir zeigen zunichst: {P*" : n € N} ist straff.

5 5
Fubini II (fiir C-wertig Funktionen) liefert fiiralle § > 0: % [ 1 —¢n(0)d0 = [(5 [ (1—exp(ifz))df)P*" (dz) =
= 4 (0) -
sin(dz 1 .
2 (- T PX(dn) 22 [ (1= ) PR (da) 2 PO (-3 3)
—_— lz|> %
>0

>1 auf [2]>3
Sei nun € > 0. Da ¢(0) = 1 und ¢ stetig in 0 (Satz 11.4), existiert ein § > 0 mit |1 — ¢(9)| < § fiir —6 < 8 < 4§, d.h.

)
I3 fé(l —p(0))df| < 3265 = £.

Da alle ¢,’s betragsméfig durch 1 beschrankt sind und tiber ein endliches Intervall integriert wird, kann majo-
s s
risierte Konvergenz angewendet werden: [ (1 — ¢n(8))d8 — [ (1 — ¢(6))d8, also existiert ein ng € N mit
=5

)
3 [ —pn(0)dd <e Vn>mno.
=5

Die Abschétzung liefert also: P(X, € [—%, %]) >1—¢ Vn>no.
Zu zeigen: Ye > 0 Ja € RVn € N: PX"([—qa,a]) > 1 —e.

Zu jedem der (endlich vielen) n =1,... ,no — 1 existiert ein a,, € R mit P*"([—an,an]) > 1 — ¢, denn
PXn([—=m,m]) "=5° 1.
Also folgt mit a := max{a1,... ,ane—1,2}: P*"([—a,a]) >1—¢ fiir alle n € N.

Angenommen, X, 2 x gilt nicht. Dann existiert ein £ € R mit P(X =) =0 und P(X, < z) /A P(X < z).
Es gibt dann ein € > 0 und eine Teilfolge (nx)ren mit (x) : |P(Xpn, <z) — P(X <z)| >ecfiiralle k € N
Da {P*=x : k € N} wieder straff ist, existiert nach Satz 12.7 eine Teil-Teilfolge (Xnkj )jen und ein WMafl Py mit

Xn . . . .
pore Wy Py. Aus der Voraussetzung ¢, — ¢ und dem bereits bewiesenen “=="-Teil folgt wo = ¢ (wobei @o

die charakteristische Funktion zu Py bezeichnet.)
Der Eindeutigkeitssatz liefert Py = P*, also Xp, > X, und damit P(Xn,, <o) — P(X < 2).
Dies ist ein Widerspruch zu (x). O

Nocheinmal: Verteilungskonvergenz bezieht sich auf Verteilungen. Y, 2y, Y ~N (0,1) steht fir P™ N (0,1),
nach Satz 12.8 und Beispiel 11.8 reicht hierfiir der Nachweis von E exp(ifY;) — exp(—16%) V6 e R.
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Kapitel 13

Der Zentrale Grenzwertsatz (ZGWS)

13.1 Identisch verteilte Summanden

Es wird das aus §6 (Stochastik 1) bekannte Material (kumulative Form der Normalapproximation) verallgemeinert.

n
Lemma 13.1 Es seien z1,... ,zn,w1,... ,w, € {z € C: |z| < 1}. Dann gilt: | H zK — H wy| < z |z — wg].

Beweis: Ersetzt man in z-Produkt nacheinander die z-Werte durch w-Werte, so folgt mit der Drelecksunglelchung:
[z1-cc zZn—wi-oocwa| <21 Zn—wr-22c. . Zn| F Wiz o2 — W1 W2 23 Zn| .+
|w1-...-wn_1 < Zn —wi -...~wn| <l —w1|+|z2 — wy| +...+|zn —wn|. O

Satz 13.2

Es sei X1, Xa,... eine Folge von unabhéingigen identisch verteilten ZV mit endlicher, positiver Varianz ¢? und Erwar-
tungswert y. Dann gilt fir X, := Z Xi vn(Xn,—p) 2,2, 72~ N(0,0?) (alternativ: £(v/n(Xn—p)) , N(0,0%).)

Beweis: 0.B.d.A. ;1 = 0 (sonst ersetze X durch X; — p).
Aus p =0 und EX;, = var(X,) = o’ folgt mit Satz 11.6 () = 1 — 160> + 6°r(6), wobei (}in}) r(0) = 0.
—

Sei ¢, die charakteristische Funktion zu v/nXn (= ) J£). Satz 11.4(i), Satz 11.16 = gon(e) = (p(Z)"

=1
Lemma, 13.1 liefert: fiir jedes € R existiert ein no €N, so dal Vn > no : |pn(0) — (1 — 5=0°6%)"| < 6°r
also lim ¢,(6) = lim (1 — 5~0°0%)" = exp(—30°0%) VO €R.
n—00 — 00
Die rechte Seite ist die charakteristische Funktion zu N(0,o?), also folgt die Behauptung mit dem Stetigkeitssatz.[]
Bemerkung 13.3 In der Literatur wird der ZGWS hiufig auch in der Form (vgl. Bemerkung 6.8)

n
5"—\/_:& 2 7, Z ~ N(0,1) angegeben; es werden also die Partialsummen S, = 3 X,, anstelle der Mittelwerte
i=1

betra.chtet
Wegen \/—a (Sn —np) = 1/n(Xn — p) und der Eigenschaft “Z, Ly 7 ceR = cZ, 25 cZ”'sind beide Formen
aqulvalent Diese Grenzwertaussagen fithren auf die folgenden, fiir die Praxis sehr wichtigen Approximationen:
N(p, Z- ) fir £(X,,) und N(nu,no?) fir £(S,).

Zusammenfassung: Ist eine ZV S die Summe einer grofien Anzahl unabhéngiger, identisch verteilter ZV, so ist S in
etwa normalverteilt, oder: Die Verteilung von S kann durch die Normalverteilung mit dem gleichen Erwartungswert und
der gleicher Varianz wie S approximiert werden.

In Absatz 13.2 werden wir sehen, dafl “identisch verteilt” abgeschwicht werden kann.

Beispiel 13.4 Es scien X1, X»,... die zufilligen Lebensdauern (in Stunden) eines bestimmten Typs Gliihbirnen.
Wir nehmen an, daf8 diese unabhéingig und exponentialverteilt mit Parameter &5 sind (d.h. die mittlere Lebensdauer
einer solchen Gliihbirne betrsigt 100 Stunden.)

Wieviele Gliithbirnen sollte man kaufen, wenn man eine Gesamtbrenndauer von 1000 Stunden benétigt? Antwort: un-
endlich viele.

Modifikation: Wieviele sollte man kaufen, wenn man mit W. 0.99 sicher sein will, daf} sie insgesamt mindestens 1000

Stunden brennen?

Es gilt; EX; = 100, var(X;) = (EX;)? = 10000 (dies erhilt man mit einer shnlichen Rechnung wie in Beispiel 8.25)
Gesucht ist ein (mdglichst kleines) n mit P(Sn >1000) > 0.99

—ES, 1000—n-100
Man hat P(S, > 1000) > 0.99 <= P(-= S > MRZR) > 0.99.

! (Aufgabe 34)

63
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Fiir eine N(0,1)-verteilte ZV Z gilt P(Z > —2.326) ~ 0.99, der ZGWS fiihrt also auf die N&herung 1‘3/_" < —2.326,
d.h. n > 20.54. Man kauft also 21 Gliihbirnen.
In diesem Beispiel kann man den exakten Wert ausrechnen und erhilt, da§ 19 Gliihbirnen gereicht hétten.

In Satz 13.2: X1, Xa,... unabhéngig und identisch verteilt, p = EX;, 0 := var(X;) < oo, S(@(X_n—p)) 2, N(0,0?).
Aus der Stochastik I bekannt: Satz von Moivre-Laplace (Ist Spezialfall hiervon mit P(X; =1) =1 — P(X; = 0) = p).

13.2 Der Satz von Lindeberg

Satz 13.5 (Lindeberg)
Fiir jedes n € N seien Xy1,... , Xns, unabhingige ZV auf einem WRaum (Qy, Uy, P,) mit endlicher Varianz o2, und

Tn
Erwartungswert png, 1 <k < rp, s2 := > o2, > 0. Ist dann die Lindeberg-Bedingung
k=1

(%) lim 4 5 [ (Xuk — pnk)?dPa =0 VYe>0

a2
n
ll;(nk Mnk|>esn

erfillt, so gilt 2 3° (Xuk — pnk) —= Z, Z ~ N(0,1).

Bemerkung 13.6
(i) Tst Y1,Y5,... eine iid Folge auf (Q,%, P) mit endlicher Varianz o > 0, so geniigt die Familie {X,x : n € N} (mit
T = n), Xk =Y, (U, An, Pn) = (Q,2, P) den Bedingungen von Satz 13.5:

s2 = no’
+ E J (Xnk — pink)’dP, = 51 J (Y1 — p1)?dP — 0 wegen majorisierter Konvergenz,
°n E=1|Xpp—pnk|>esn |Y1—p1|>ev/no
denn (Y7 — p1)? ist wegen var(Yi) < oo eine integrierbare Majorante.

(ii) Beim Beweis wird deutlich werden, daf§ durch die Lindeberg-Bedingung ein dominanter Einfluf} einzelner X,;’s auf
die Summe X1 + ...+ Xpr, ausgeschlossen wird, eine Bedingung dieser Art ist auch notwendig.

Beweis: Wir konnen pnr =0, s, = 1 annehmen — ersetze sonst X, durch X = ﬁ(Xnk — Pnk)-
Mit n = 2 liefert Lemma 11.5 | exp(ifz) — (1 + i6z — 26%2)| < min{|6z|?,|0z|*}.
Fiir die charakteristische Funktion @i zu Xpi bedeutet dies |pni(8) — (1 — 26°02;)| < Emin{|6 X[, |6 X x|}
Sei € > 0. Dann gilt:
Emin{-} < [ |0Xnk|2dPn + [ |0X,|?dPn < €602, + 6% [ X24dPn.

[Xnrl<e [Xnrl>e wie in (x) |Xnkl2e€
Summiere iiber k: ¥ o2, = 1, also —
Tn Tn
1) lm Y |ea(8) — (1 - 26%02) [ <et®+62 > ... o
——

—0 mit n—oo
Wegen s, =1 ist H ¢nk die charakteristische Funktion zu - L Sny Sni=Xn1+ ...+ Xnsr, -
Wir behaupten nun
@ Jim | e - H-t60t=0 wer
F=1

Fiir alle € > 0 gllt ooy <€+ [ X2pdPy, also folgt mit der Lindeberg-Bedingung:
[Xnkl>e

(0<)max{c2, :1<k<rp} <+ Z / X2.dP,, also

k=1
[Xnkl>e

/

(3) h_l;n max{arzzk 11<k< rn} =0 h —0 mit n—oo
Fiir alle € € R existiert also ein no derart, daf} fiir alle n > no
(4) |1—16%0% | <1firk=1,...,rn.
Also ka.nn Lemma. 13 1 verwendet werden
| H enk(8) — H(l——onk9 )| < Z lonk(8) — (1 — 202,6°)| fiirallen >mno, k=1,...,7n.
=1
Also folgt (2) mit (1)
Es bleibt zu zelgen

(5) lim | Hexp ——020nk) - n( —16%32,)| =0 VOeR

n— oo

-~

exp(7%02) char. Fkt. zu N(0,1)
Wegen Lemma, 13.1 reicht es,

Tk
(6) lim 3 |exp(—36%02;) — 1+ 26°02,| =0 zu zeigen.
n—0o0 p_1
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Fiir reelle z mit |z| < 1 gilt: |exp(z) — 1 —z| < 1 Z |z (geometrische Reihe)
Dies fiihrt auf Zn: |exp(—28%00,) — 1+ 26%07,| < 16* E Tk
Wegen Z ohp <max{cl, :1<k<r,} E o2}, folgt hieraus (6) mit Hilfe von (3). O

Bemerkung 13.7 Der ZGWS hat eine lange “Verbesserungsgeschichte” hinter sich, die Lindeberg-Bedingung ist
in gewisser Weise das Endresultat. Gelegentlich ist die Lyapunov-Bedingung

Tn
. 1 _ 246 _
g, e 2 Bl = [0 =0

fiir ein § > 0 einfacher zu verwenden. Daf} diese die Lindeberg-Bedingung impliziert folgt aus
v g gung g
S Xk —pnp)?dP, < [ Zergparl—gp, < L LB Xk — poi [
[ Xnk—Hnkl>esn | Xnt—Hnkl>esn " "

Zusammenfassung: Die Summe vieler unabhingiger, individuell vernachléssigbarer ZV ist ndherungsweise nor-
malverteilt.

13.3 Anwendungen
13.3.1 Ein Sammelproblem

Einer Urne mit n Kugeln werden solange Kugeln zuféllig und mit Zuriicklegen entnommen, bis insgesamt r,, verschiedene
Kugeln gezogen worden sind. Sy, sei die Anzahl der hierfiir notwendigen Ziige.
Dies kann als Modell fiir die folgende Situation dienen: Jedem Paket Haferflocken liegt eines von m verschiedenen
Bildchen bei. Wieviele Pakete mufi man kaufen, bis man r, verschiedene Bilder hat?

(~ G. Polya: Eine Wahrscheinlichkeitsaufgabe zur Kundenwerbung, ZAMM 1930)
Angenommen 7, = [pn] mit 0 < p < 1 (d.h. mindestens 100 - p% der Bilder sollen gesammelt werden).
Bei n Kugeln werden die wiederholten Entnahmen von Kugeln beschrieben mit Hilfe des WRaums (Q,,2,, P,) =
({1,...,n},P({1,... ,n}),unif({1,... ,n}))" (siehe §9).
Sei X1, die Anzahl der Ziige, die nétig sind, um eine neue Kugel zu erhalten, wenn man bereits k£ —1 verschiedene Kugeln
entnommen (und wieder zuriickgelegt) hat. Dann ist X,,; geometrisch verteilt (~ Absatz 4.2.3) mit Parameter M
(klar: X1 = 1). Auflerdem ist X,; unabhingig von Xy1,...,X, k-1, hieraus folgt, da Xn1,...,Xnp, (rn = |—pn])
unabhingig sind.
Nach Konstruktion: S, = Xp1 + Xpn2 + ... + Xpr,, -
Bekannt: Y geometrisch verteilt mit Parameter p —> EY = 1—1), var(Y) = ;:12—, qg:=1—p.

Auch: EY* = S KAP(Y = k) = p 5 k4" 1 < p 32 (k + 3)(k + 2)(k + 1)kg" =p((d‘f)4 Z$k>

k=1 k=1 k=1 k=0 z=q P
Fiir den Erwartungswert und die Varianz von S, ergibt sich damit Y
T Tn n—k+1 iz
2 1-
Pn = ES, = kz n7']:+1’ Sp = var(Sn) = kz (n—k-rl )2 =n Z (= k+1)2
=1 =1 n

Als nichstes: Lyapunov-Bedingung mit § = 2 erfiillt: Mit Y wie oben hat man
E(Y - 1)* < E2max{Y,1})* = 16Emax{Y*, (1)} < 16E(Y* + ) < 42

. In, & n4
Damit kgzle(X,,k — EXpn1)* <400 kgzjl Goernr < 400[pn] e = O(n).

E(Xpx — EXnr)* ™2 =0.

Tn
Wegen s, >nty > (k—1) > 32(pn—1)(pn —2) ~cn, ¢ >0, also lim —=
k=1 n—oo Sn

Also “gilt der ZGWS fiir S,,”: j% L2y 2, Z~N(0,1).

Wie verhalten sich ES,, und var(Sy) mit n — co?

[pn] P
LES, = kE 1_+_ Interpretation als Riemannsumme fiihrt auf 2 E(S. (2) = —log(1—p)+0O(2)
=1 n 0
und &hnlich erhilt man 11m Lvar(S f a- z)z dz = £ +log(1 — p).

Mit a(p) := — log(1 — p), b(p) := 1/Tf—p + log(l — p) folgt also Z—eln ;f/@" 2,7, Z ~N(0,1).

Numerisches Beispiel: Wie grof8 mufl Thr Bekanntenkreis sein, damit mit W. > 0.95 an 180 Tagen im Jahr Geburtstag
gefeiert werden kann?

n_ k -
n =365, p= 19 bekannt: P(Z > 1.645) & 0.05, wenn Z ~ N(0,1) und Sp > k < Sb(p;’\(/”%” > k—alp)n

p b .
Wir erhalten den Mittelwert k& = 266. M

~1.645
Das Verhalten von a(p) und b(p) mit p 1 1 148t vermuten, da8 bei p = 1 (jede Kugel mufl mindestens einmal erscheinen)
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ein anderes Verhalten vorliegt

var(Sn)—nz (n k+1) z_: z_: Z-n
I

var(Xnpn) = m =n? 4 o(n?), d.h. die einzelnen Summanden sind nicht mehr vernachlissigbar

Eol
uM:

F=nt o).

(1 ér}cix o2, # o(s2)), die Lindeberg-Bedingung ist nicht erfiillt.

()  Sanlen Doz pz <y)=exp(—e™¥)  (Gumbel, Aufgabe 29)

Numerisches Beispiel: Soll der Bekanntenkreis so grof} sein, daf§ mit W. 0.95 an jedem der 365 Tage im Jahr Geburtstag
gefeiert werde kann, so erhdlt man die Bedingung: & > 365 log 365 + 365 - 2.97 ~ 3237.51

Heuristische Argumentation fiir die Giiltigkeit von (x):
Es sei A;;, das Ereignis, das die i-te Kugel nach k Ziigen noch nicht aufgetaucht ist. Dann gilt:
P(Ai)=(1—-L)ffiri=1,...,n.

Wir unterstellen nun, daB die Ereignisse Aix,... , Anr zumindest ndherungsweise unabhéngig sind.
1\kn\n —logn—=z
Dann P(S, < kn) = (ﬂAlkn)N(l—(l—R) ). ’_,_1
Fiir k, = nlogn+z-n erhalt man P(Mg—" <) = P(Sn < kn) = (1 —exp(knlog(l — =)))" = (1 — 2e )"
n
— exp(—e 7). —

13.3.2 Rekorde

Es sei X1, Xs,... eine iid-Folge auf (2,2, P) mit stetiger Verteilungsfunktion F.
1 bl Xn>X1,Xn>X2,...,Xn>Xn_1
0 , sonst

einen Rekord liefert oder nicht. Mit Fubini folgt fir i # j P(X; = X;) = PXi @ PXi ({(x z) :z € R}) =
f/l{z} Xi(dy) PXide = 0, also ist A := {w € Q: 3§, i # j, Xi(w) = X;(w)} = U U{X = X,} eine P-

=2 j=1

Wir setzen R, = { . R, zeigt an, ob die n-te Versuchswiederholung

F(m) F(z—)=0
Nullmenge. Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten “mehrfacher Werte” (engl.: ties) ist 0, kann also vernachléssigt
werden.

Sei P, die Menge der Permutationen von {1,...,n}. Sei ¥, : Q — P, die zufillige Permutation, die X1,...,X, in
aufsteigende Reihenfolge bringt:
U, =11 <= Xnpqu) < Xne) <... < Xnm)
U 1({}) ist der Durchschnitt von Mengen {X; < X;}, also in 2, d.h. ¥,, ist eine Zufallsgrofie (meBbare Abbildung),
wenn man P, mit der Potenzmenge als o-Algebra ausstattet.
Fir jedes feste II € P, haben die Vektoren (Xp(1),...,Xn)) und (Xi1,...,X,) dieselbe Verteilung, nédmlich
(P¥1)®". Sei B := {(z1,...,%n) : 71 < T2 < ... < Tn}. Dann gilt P(¥, = II) = P((Xnqy,--- ,Xnw)) € B) =
P((Xi,...,Xn) € B) = P(¥, = id), also:
(1) PE,=0IO)=2% fiir alle II € Py,.
Damit (2) ~ P(Rn =1) = P(¥, € {IL € P, : [I(n) = n}) = &= =

{Ras1 =1} N {00 = [} = {¥43 = T}, w):{ i) i<i<n

n+l1l , i=n+1

Es folgt mit (1) und (2) P(¥, =II,Rp4+1 =1) = P(¥,, =II)P(Rp4+1 =1) VII € P,, d.h. 0(¥,) und o(Rp+1), also die
erzeugten o-Algebren, sind unabhéngig. Wegen o(R1,...,Rn) C 0(¥,) sind dann auch o(R1,...,Rs) und o(Rny1)
unabhéngig. Fiir beliebige i1 < 72 < ... < i bedeutet dies:

P(Rll =J1,...,Ri, = ]n) = P(Rn =Jj1y.-, Ry = jn—l)P(Rin zjﬂ) =...= P(Ril = .71) T 'P(Rin zjﬂ)y d.h.
die ZV Ri, R3,. .. sind unabhéngig.

Wieviele Rekorde gibt es unter den ersten n Versuchen? Sei Sp := > R;.
=1
ES,=> ER;=> PRi=1) @ Y. 1 =logn+vy+o(l) (v ist Eulersche Konstante)

i=1 i=1 i=1
n

var(Se) 2 SSvar(R) = 3 31— 1) = £ 1= 2 & =logn+y-+o(1) = 5 +o()

héngig ,— i=1

= 1
Chebychev liefert P( E‘,SS >e€) < - L var(Sy) N0 0, d.h. Snn £
Der ZGWS erlaubt eine genauere Aussage

n n
Mit s, := (var(Sn))% ~ (log n)% hat man & > E|Ri|*= & > ER; "2%° 0, d.h. Lyapunov mit § = 1 ist erfiillt,
1 & 3

also j%—)Z Z ~ N(0,1).

Verwendet man die Eigenschaften der Verteilungskonvergenz (~~ Aufgabe 34), so folgt hieraus S"—l‘\/%ﬁ 2,z
Z ~ N(0,1).
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Fiir grofle n ist also beispielsweise die W. dafiir, daf die Anzahl der in den ersten n Durchgéngen erzielten Rekorde
zwischen log n — 1.964/log n und log n + 1.96+/log n liegt, ungeféhr 0.95.

13.3.3 Primteiler
w(n): Anzahl der Primfaktoren von n (ohne Vielfachheiten), w : N — N,
Klar: w(p) =1 Vp € P=Menge der Primzahlen= {p1,ps,...}, 2=1p1 <p2 < ...: w([[ps) =k

LaBt sich etwas iiber das “mittlere Verhalten” von w aussagen?
Fiir jedes n € Nist (2,2, Br) := ({1,--. ,n}, B{L,... ,n}),unif{l,... ,n}) ein WRaum.

Sei 7, 1= max{k : px < n} die Anzahl der Primzahlen < n, X,x(m): Qn = R, Xpng = { (1) ’ 5(’;1'11:0 1<k<r).
Mit diesen ZV gilt w(m) = > Xpk(m), m=1,... ,n
k=1
Jj
Fundamentaler Sachverhalt: p;,, ... ,p;; teilen m <= (]] pi,)|m.
=1
P(Xi,=1,...,X;; =1)=1 { {71‘17 J s Pa(Xi=1)= 2| 2].
Fiir grofle n gilt also ndherungsweise P, (X;; = 1,...,X;; =1) = P(X;; =1)-...- P(X;; = 1), d.h. Unabhéngigkeit.
E Eﬂ Xk = Y, Il, ~ loglogn, var(zn Xnp) = >, %(1 zlz) loglog n (aus der Zahlentheorie), also:

k=1 p<n k=1 p<n

Satz 13.8 (Erdss—Kac)
—log 1 P 2
L#{1<m<n: % <z} =¥ \/Lz_w J exp(—%-)dy
Weitere Details, Beweis, ... ~~ Billingsley, §30.

— 00

1000
Numerisches Beispiel: [] ps = 0.6786 - 10%%9% loglog(-) ~ 8.96
=1

n = 10%090:00. In etwa 99.9% der Zahlen {1,... ,n} haben nicht mehr als 27 Primfaktoren.

13.3.4 Maximum-Likelihood-Schitzer

Statistisches Problem: Gegeben sind Daten 21, ... ,Z, als Realisierungen von unabhingigen ZV Xi,... , X, mit dersel-
ben Verteilung, die die Lebesgue-Dichte f(-,0) hat. Hierbei ist § ein unbekanntes Element des Parameterraumes © C R
(Stichprobe vom Umfang n). Der unbekannte Parameter soll geschitzt werden.

In Analogie zu §7.1 nennen wir [ : © — R, I(8) (= 1(0|z1,--. ,2x)) := [ f(2i|6) die Likeliehood-Funktion,
i=1
log ! die log-Likelihood-Funktion,
und eine Abbildung 6, : R* — © mit der Eigenschaft [(6(z1,... ,zn)|T1,... ,on) = supl(6(z1, ... ,2,)) einen
o)

Maximum-Likelihood-Schétzer (ML-Schétzer).

Beispiel 13.9
(i) ©=(0,00), f(z|8) = 06_0””1(0,00)(93) (Exponentialverteilungen)

Man erhilt logl(f) = nlogf — 6 > x; und durch Ableiten und Nullsetzen etc.
i=1
On (=0n(z1,... ,20) = ﬁ) = X;n

(i) Die Verteilung mit Verteilungsfunktion F'(z|0) = —o0 < z < 00, § € © =R bezeichnet man als

1
1+exp(—(z—¥6))°
logistische Verteilung mit Lageparameter § (und Skalenparameter 1).

exp(—(z—6))
(1+exp(— (ﬁ 0)))%"
Man erhilt Z log f(zil0) = — Z(m, 0)—2 E log(1+exp(—(z:—0))), also & E log f(zi|0) = n— E m

Rechts steht e1ne in @ streng monoton fallende Funktion, die mit § -+ —oo gegen n und mit ¢ —> oo gegen —n

strebt, also genau eine Nullstelle hat: Diese ist der ML-Schétzer.
In manchen Fillen hat man einfache, explizite Formeln fiir ML-Schétzer und kann diese benutzen, um das asymptotische

Verhalten von 6,, herzuleiten (Aufgabe 40 fiir Beispiel 13.9(i)).

Eine zugehonge Dichte ist f (m|0)

Skizze eines Argumentes fiir asymptotische Normalitét in allgemeinen, aber reguléren Fillen:
Sei sn(0) := & logl(0]X1,...,Xn) = 3 V;, Yi:= 2 log f(X;|0). Die Y; sind iid.

=1

Mittelwertsatz: s,(0) = $n(0n) +(6 — 0)s%(6y), 6n zwischen 6 und 6,,.
——

=0, da ML—Schatzer
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o ——=3n(0) Eg(z)={ g(z)f(z)dz unter
Also: (¥) V(0 —8) = <55, Ea¥: ™ /4 J(& 1 (2l6) sa; F(@l0)da "2 2 [ f(a]6)dz = 0.

Regularltat o9
Mit dem ZGWS folgt nun - Zjl (Y — EY:) 25 Z, Z ~ N(0,1(9)) mit I(8) := vareY1 = EgY{ = Eo(Z log f(X1]6))?

(~ Fisher-Information, vgl. §7.2)
Was passiert im Nenner von (*)?

Ist 6, konsistent (d.h. 6, — 8 in W. auch 0, — 0 in W. gelten. Mit einer gleichméBigen Version der Gesetzes

n P Py
% Z: (69)2 log f(X110)|,_s — Eoapy log £(X116).

), s
der grofien Zahlen erhilt man ;sn(é )

2 7@8 f(z]6) —zf(m|9) (& f(2]6))2
Bo rye logf(Xllo):fc%( ) )f(”;'a)dm:f((“;(mw) — 2oy )f($|9)dw

S (ao) F(al6) dz — [ (£ 1og f(a10)) " F(al6)dz = —Eq (2 log F(X219))” = ~1(0).
———

=0
Insgesamt folgt aus (*) mit den Eigenschaften der Verteilungskonvergenz (Aufgaben 32 & 34)

Vi(Bn —6) > Z, Z ~ N0, 735;)

Unter bestimmten Bedingungen ist ﬁ die kleinst mogliche asymptotische Varianz (vergleiche die Informationsglei-
chung aus Satz 7.8). ML-Schitzer sind dann asymptotisch optimal.

Beispiel 13.10 (Fortsetzung von Beispiel 13.9(ii))

x 0 « 2 —2 exp(—(z—8 .
Im Falle f(z|0) = % erhilt man (gT)Z log f(z|0) = % und damit

¢S] (z—0))2
10) =~ | (e Yog f(016)) F(elh)de = | GEebe e = 3
Obige Argumentation fiihrt also auf
(1) n(bn —0) 2 Z, Z ~ N(0,3).

Ey(X, —0)= [(z - 0)%&0 = 0 (Symmetrie)

Daher ist der Mittelwert X,, ein erwartungstreuer Schétzer fiir 6, dieser Schitzer ist auch konsistent (nach dem schwa-
chen Gesetz der grofien Zahlen).

o o]
[ 2?22y = %, also varg(X1) = 2: Der ZGWS (in der Form von Satz 13.2) liefert:
— 00

(1+exp(—=))?

@)  VaX.-6) 22 Z~N0,%).
Vergleicht man (1) und (2), so sieht man, daf$ der ML-Schitzer eine etwas kleinere asymptotische Varianz hat als X,,.

Aussagen zur asymptotischen Normalitét eines Schétzers lassen sich zur Konstruktion von asymptotischen Konfidenz-

. . y D < 1A - y -

intervallen verwenden (vergleiche §7.5). Hat man /n(6,, —0) — Z, Z ~ N(0,0?), so ist [0, — Frti-g,0n + Fua- g]

ein asymptotisch korrektes 100(1 — )% Konfidenzintervall fiir 8 (hierbei: P(Z < uo) = a bei Z ~ N(0,1)).

Kleinere asymptotische Varianz bedeutet: kiirzere Intervalle. L

Will man in der Situation von Beispiel 13.9 den schlechteren Wert von X,, durch gréfleres n ausgleichen, so wird man
N 2

n(Xa) _ 3

auf = oy TR 1.0966 gefiihrt, d.h. man braucht etwas 10% mehr Beobachtungen.



Kapitel 14

Zufallsvektoren

14.1 Allgemeines

Hier: Zufallsgrofien X mit Werten in (R?, B¢).
Elemente von R? sind Spaltenvektoren.
4 T1 Y1
< -,- > ist das Skalarprodukt: < z,y >= Y zxyx, ¢ = : , Y=
- k=1 )

Td Yd
Ist A* die Transponierte einer n x m-Matrix A € R"*™  und faBt man Elemente des R? als d x 1-Matrizen auf, so gilt
< z,y >=zly.
Viele der Resultate der friitheren Abschnitte lassen sich von R auf R?, d > 1, verallgemeinern (i.a. hier ohne Beweis.)
Ist X ein d-dimensinaler Zufallsvektor auf (2,2, P), so sind die Komponentenabbildungen Xi,...,Xq “gewdhnliche”
Zufallsvariablen (auch die Umkehrung hiervon gilt, sieche Aufgabe 15.)
EXq

Existieren zu diesen die Erwartungswerte, so nennen wir EX := der Erwartungswertvektor zu X (die
EX4
Linearitét bleibt erhalten.)

Hat man EX] < oo fiir i = 1,... ,d (und damit auch E|X;X;| < oo fiir alle 4 # j (~ Cauchy-Schwarz-Ungleichung),
S0 nennt man

d
i,j=1

cov(X) := (cov(Xh XJ‘))

die Kovarianzmatrix zu X (Varianzmatrix wére eigentlich besser.)
Auf der Diagonalen stehen die Varianzen der Komponenten.
Viele Rechenregeln lassen sich leicht iibertragen: Ist z.B. A : R® — R* eine lineare Abbildung (also k x d-Matrix), so
gilt E(AX) = AEX (Reihenfolge beachten, nicht (EX)A !!)
Dehnt man der Erwartungswertbegriff auf zuféllige Matrizen aus (wieder komponentenweise), so gilt:

cov(X) = E(X — EX)(X — EX)".
Damit cov(AX +b) = E(AX+b)—(AEX+b))(AX +b— (AEX +0b))") =

= E(A(X —EX))(A(X — EX)))) = AE((X — EX)(X — EX))A* = A.cov(X)- A"

Ist X ein d-dimensionaler Zufallsvektor auf (Q, 2, P), so wird durch px : R? = C, ¢x(8) = Eexp(i < §,X >) V8 € R?
die charakteristische Funktion zu X definiert. Auch hier gilt px = oy = £(X) = £(Y) (Eindeutigkeitssatz).

Gibt es “interessante” mehrdimensionale Verteilungen?

14.2 Mehrdimensionale Normalverteilungen

Ein d-dimensionaler Zufallsvektor X heifit (d-dimensional) normalverteilt, wenn alle Linearkombinationen von Kompo-
nenten von X, also alle Zufallsvariablen der Form < a, X >, a € R%, im 1-dimensionalen Sinn normalverteilt sind. (Im
Fall Z = ¢ € R betrachten wir Z als N(c,0)-verteilt.)
Man hat X; = (0,...,0,1,0,...,0)X, also existiert der Erwartungswert p und die Kovarianzmatrix ¥ zu X nach den
Rechenregeln aus §14.1.:

Ea'X =a'p Va € RY, var(a*X) = a*Za.
Damit ¢,:x(8) = exp(if(a’p) — 26%(a’Sa)) VO € R (~ Beispiel 11.8)
Dies liefert px () = Eexp(i < 0,X >) = Eexp(i-1-0°X) = @t x (1) = exp(i < 8,4 > —30%0).

Erste Konsequenz: Auch im mehrdimensionalen Fall ist eine Normalverteilung durch die beiden Parameter p und ¥
eindeutig festgelegt. Weiter folgt hieraus (oder direkt aus der Definition), wie sich Normalverteilungen unter affinen

69
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Transformationen verhalten:
vax+6(0) = FEexp(i<0,AX+b>)

= exp(i<8,b>)Eexp(i < A9, X >)

= exp(i < 0,b>)px(A9) = exp(i<6,b+ Ap > —30'(AXAY)6)
Also: X ~ Na(p, %), Ac R peR¥ — Y := AX 4 b~ Niy(Ap + b, AT AY).

Zu welchen p € R?, © € R¥*? existiert eine solche Verteilung?
Wegen a'La = var(atX) > 0 Va € R? muB X positiv semidefinit sein. Aus der Definition folgt, daB ¥ symmetrisch
sein muf. Zu jeder symmetrischen, positiv semidefiniten Matrix existiert eine “Wurzel”, d.h. eine Matrix A € R¥*? mit
AA' =3
Es seien nun Xi,...,Xq unabhéngige N (0, 1)-verteilte Zufallsvariablen. Fiir X = (X1,... ,X4)? gilt

atX = z a; X; ~ N(0, Z 2) = N(0, a1 a).

=1

Die Definition normalvertellter Zufallsvektoren zeigt also, daBl X d-dimensional normalverteilt ist.

Klar: X ~ Nd(O Id)
Fir Y := AX + p erhilt man Y ~ Ny (A -0+ p, AI;AY) = Ng(u, 2).
Bei nicht-singuléirem ¥ ist auch A nicht-singulér und mit Hilfe einer geeigneten Formel fiir das Verhalten von Dichten
unter affinen Transformationen folgt, daf# dann Ny(u,X) die (1%-) Dichte

() flaln,D) = 2m)~# (detn)} exp(—L(z — p)'S" (@ — ) hat.

Bei detX = 0 gibt es ein a € R? mit a*¥a = 0, also var(a’X) = 0, d.h. X ist auf H := {x € R? : a'z = a’u} konzentriert.
14(H) = 0, d.h. es existiert keine Dichte.

Konstruktion zu N(u,X) begann mit X1,... , Xq, Xi ~ N(0,1). Dann gilt X = (X1,... ,X4)* ~ Na(0, I).

th

Hat man umgekehrt X ~ Ny4(0, I4), dann gilt fx(z1,...,zq4) = (2«)_% exp —% ), d.h. die gemeinsame Dichte der
i=1

Komponenten Xi,...,Xy ist das Produkt der einzelnen Dichten fx;(z;) = (2 )’% p(—12?), dh. X1,...,Xq sind

unabhéngig und N(0, 1)-verteilt.

Definition 14.1

(i) Das WMa$ auf (Ry,%B) mit Dichte f(z) = 2%1{(n)m%—le—%, z > 0 heifit Chiquadrat-Verteilung mit n
2

Freiheitsgraden (kurz: x2.)

(i) Die Studentsche t-Verteilung mit n Freiheitsgraden, kurz: t,, ist die Verteilung auf (R, %) mit Dichte

T2 ﬂ-_l
f(m):\/,lﬁ T(2 )(1+ ) .

Klar: x2 =T( (siehe Aufgabe 26)

272)

Lemma 14.2 (i) Sind X und Y unabhingige ZV mit Dichte fx und fy, wobei Y > 0, so hat Z := £ die Dichte
g g ’ ) Y

fny ) fx (yz)dy

(i) Sind X und Y unabhingig mit X ~ N(0,1), Y ~ x2, so gilt: % ~tn.
Beweis: Ubungen.
Satz 14 3 Essei Xi,..., X, eine Stichprobe aus N(p,, a?).
X, =21 Z X; (Stlchprobenmlttelwert) =4 E(Xt — X»)? (Stichprobenvarianz), T, = % Dann gilt:
(1) X, und S2 sind unabhiingig.
(i) Ve N(0,1).
Na2
(i) CT% e~ X

o

(iv) Th~tn_1.

Beweis: Sei Y; := £ 1<4<n.Dannist Yy,...,Y, eine Stichprobe aus N(0,1), und es gilt:
_ . 2 n _
R = ¥, (n =138 = 3 (Vi = Vo)™,
i=1
Sei nun A eine orthogonale n x n-Matrix mit erster Zeile (Ln, ceey %) (kann mit Gram-Schmidt konstruiert werden,
fiir uns reicht hier die Existenz). Sei Y := (Y1,...,Y,)!, Z := AY. Dann gilt: Y ~ N,(0,1,), Z ~ N,(0, AL, A*) =

N (0,1).
Also bilden die Z, ... , Z, eine Stichprobe aus N(0,1). Nach Konstruktion gilt Z; := /nYy, also folgt (ii).

Die Orthogonalitit von A liefert aulerdem Y Z?2 = Z'Z = Y'Y = 3. Y2

=1 i=1
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Y-V =N Y2V, ) YitnYn =2 Y -n(Ya)? =3 22 -2E =Y 72
i=1 i=1 = i=1 i=1 i=2
——
nYu o
Folglich ist S2 eine Funktion von Za,... ,Z, und damit unabhingig von X, das ja eine Funktion von Z; ist. Hiermit

folgt (i).
Die Bezeichnung (1), 1)5 E 2 liefert auch (iii), den nach Aufgabe 33(a) zur Stochastik I ist Z7? x3-verteilt, und mit

der Faltungsgleichung der Gammafunktion (Aufgabe 26) folgt hieraus > Z? ~ x2_, (= I'(%,3))-
=2

Teil (iv) folgt nun mit Lemma 14.2(ii) aus den bereits bewiesenen Teilen (i)-(iii). O

Bemerkung 14.4 (Tests und Konfidenzintervalle fiir Erwartungswert bei Stichproben aus der Normalverteilung)
Es sei tn;o das a-Quantil zur Verteilung ¢,, (siehe Tafelwerk, mit Computerprogramm).
Ist Xi,..., X, eine Stichprobe aus N(u,?) mit unbekanntem yu € R und % > 0, so folgt mit Satz 14.3(iv)

Pu,az(tn—1,% <=k L tn71;17%) =l-a
Vo

Dies gilt fiir alle u € R, ¢® > 0. Lést man die Ungleichung nach p auf, so sieht man, da8
[X_n - %tn—l;l—%snyX_n - %tn—l;%sn]

ein 100(1 — a)%-Konfidenzintervall fiir y ist.

Die Symmetrie der ¢-Verteilung impliziert th-1;8 = —tn-11-2 (damit: X, + ftn 1 l_gS ). Fiir grofie n kann ¢,
durch N(0,1) ersetzt werden (sieche Aufgabe 48).

Der in §7.4 besprochene Zusammenhang zwischen Tests und Konfidenzintervallen fithrt auf den von Anwendern sehr

(zu) hiufig benutzten t-Test zur Hypo’chese Hy : p= po (po ist ein vorgegebener Wert):
Verwerfe, wenn |X — po > 7= tn_1, 1_gSn

Die obige Rechnung zeigt, daf dies e1n Test zum Niveau « ist, der bemerkenswerter Weise fiir alle 0> > 0 das Niveau
a, die zugelassene maximale Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art, “ausschépft”
Es gibt hiervon auch ‘einseitige’ Versionen fiir Hypothesen der Form Ho : p < po, Ho : p > po.

14.3 Grenzwertsiatze

Gesetze der Grofien Zahlen (stark und schwach)

Erweiterung von R auf R? ist einigermafen trivial (komponentenweise). Beim ZGWS muB zunichst “i>” definiert
werden: X, —+ X bedeutet lim F), (z) = F(z) V Stetigkeitspunkte von F', wobei Fy,(n € N), F die Verteilungsfunk-
tionen zu X,(n € N), X e

Es gilt der Stetigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen X, — X <= ox, (6) — px(8) VO R

Damit:

Satz 14.5 (ein mehrdimensionaler ZGWS)
Es sei (Xyn)nen eine iid-Folge von d-dimensionalen Zufallsvariablen mit Erwartungswertvektor p und Kovarianzmatrix

Y. Dann gilt: V(X — 1) = Z, Z ~ Ng(0,5). ‘
Beweis: Sei 0 € R?. Setze Y; := 0*X;, u € N. Auf diese 148t sich Satz 13.2 anwenden:
V(Yo — 0t u) — Zg, Zg ~ N(0,6'26).
Der Stetigkeitssatz (fiir dim = 1) liefert nun Eexp(i(v/n(Yn — 0°p))) — exp(—16'%9).
Da 6 beliebig war, und V;,, = 6*X,, gilt, folgt hieraus Eexp(i0*(v/n(Xn — u))) — Eexp(i#'Z) V0, also mit dem

“mehrdimensionalen” Stetigkeitssatz die Behauptung. a
Beispiel 14.6
Gegeben sei ein stochastisches Experiment mit d méglichen Resultaten, die mit den Wahrscheinlichkeiten py, ... ,pq

eintreten. X, sei der d-dimensionale Zufallsvektor, dessen k-te Komponente 1 oder 0 ist, je nachdem, ob Resultat k in
der n-ten Wiederholung eingetreten ist oder nicht. Dann beschreibt Sy, := X1 + ... + X,, (= X,,) die Verteilung der
Resultate nach n Durchgingen. S, ~ Multinom(n,p), p = (p1,--- ,pa)® (~ Stochastik I, §6.2.5)

2 . .
. — — — s _ t s . R DPi —Pp; y 1=

Aufgabe 45: p = EX = p, ¥ = diag(p) — pp’, in Komponenten: (X);; = —pip; . somst

Satz 14.5 liefert  (x) =(Sp —np) = Z, Z ~ Na(0,%).

Die TestgroBe des populiren x*-Anpassungstests auf p lautet: T(X1,...,Xy,) := L E "’_"p i

Konkretes Beispiel mit echten Daten:
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189 Wiirfelwiirfe haben das folgende Resultat ergeben:
il]1 2 3 4 5 6
Werte von Sp; | 30 37 26 29 29 38

Ist der Wiirfel fair? Man erhélt T'(X) = 3.73...

n:— \/— Xp1— Pl’. \/— nd Pd dlag(\/%, ,Lpd)\/ﬁ(X_n
Aus (%) folgt: ¥;, =5 diag(—L

Lpd)Z = Z (continuous mapping theorem, Eigenschaften von i))

ﬁ’ see iy

Z ist wieder normalverteilt, mit Mittelwertvektor 0 und Kovarianzmatrix

\/P1
E:dza’g(%y 7¢Lp—d)(dlag(p)_ppt)d7’a’g(\/%7 \/_—) =Is— (\/p17"' 7\/pd)'
VPd
\VP1
Der Vektor 188t sich zu einer orthogonalen Matrix A ergéinzen (vergleiche Beweis zu Satz 14.3)
Es sei Z Dann ist Z wieder normalverteilt mit EZ = 0 und Kovarianzmatrix ¥ = A'SA =

AT A — A e A = diag(0,1,...,1

4 ( (Vp1,-- -, /Pa) 9( )
(1,0,. o)f

Also: Z; =0 f.s., Zs, ... ,Zq unabhingig und N(0, 1)-verteilt.

d
Damit Z'Z = 3. Z;> ~ x2_, (siehe Ende von Beweis zu Satz 14.3)
i=2
Insgesamt T,,) = Y,'Y;, LDy 7tZ =7'Z ~ x2_, (continuous mapping theorem)
Wir haben damit die asymptotische Verteilung der Testgriofie; diese hdngt nicht von p ab.
Also: Wihle bei Signifikanzniveau o als kritischen Wert ¢, (d.h. Ablehnung bei T > ¢, ) das 1 — a-Quantil zu x3_; (~
Tafel, Computer)
Dieser Test hilt bei groflem n das Niveau « ein. Faustregel: np; > 5 firi =1,... ,d.
Im numerischen Beispiel: X§;1—0.05 =11.1..., somit keine Ablehnung.
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Martingale

Wichtiges Hilfsmittel der modernen Stochastik und hat zahlreiche Anwendunngen (u.a. bei Gliicksspielstrategien)

15.1 Bedingte Erwartungswerte

(2,2, P) WRaum, § Unter-o-Algebra von 2.

Definition 15.1 Es sei X eine Zufallsvariable mit existierendem Erwartungswert (also E|X| < co). Dann heifit
Y : Q2 — R eine Version des bedingten Erwartungswertes von X unter F', wenn gilt:

Y ist §-mefibar, [ YdP = [ XdP
7 F

Extremfille:
o F={0,0}. Alle F-meBbaren Y : Q@ — R sind konstant. Wéhle Y = EX : [YdP = EX-P(F)= [ XdP, da nur
F F

F =0, F =Q in Frage kommen.
o 3= Wihle Y = X.

Satz 15.2 Essei X eine Zufallsvariable mit E|X| < co. Dann gilt:
(i)  Es existiert eine Version der bedingten Erwartung von X unter §.
(ii) Sind Y: und Y2 Versionen der bedingten Erwartung von X unter §, so gilt P(Y1 = Y2) = 1 (In Worten:
bedingte Erwartungswerte sind fast sicher eindeutig).
(iii) Ist Y eine Version der bedingten Erwartung von X unter §, so exitiert zu Y der Erwartungswert, und es
gilt EY = EX.
Beweis:
(i)  Es sei Py die Restriktion von P auf §. Durch v4(F) = [XTdP fiir alle F € § (wobei X1 := max{X,0})

F
wird ein Py-stetiges Maf} auf (Q,5F) definiert (Py(N) = 0 = v4(IN) = 0), also existiert nach dem Satz von
Radon-Nikodym eine Dichte, d.h. eine F-meBbare Abbildung Y : Q — R mit

[XtdP=vy (F)= [YtdPy= [YTdP VF€G.

F F F

Verfahre analog bei X, und setze Y :=Y* —Y .
deP = fY+dP - fY—dP = fX+dP — [ X dP = [ XdP.
F F

(11) F = {Yl < Yz}, 9 1= {Yl > Yz}, beide in 3'
f|Y1 Y2|dP f Y2 —Y1 dP + f(Y1 Yz dP = f Y>dP — f YidP + fY1dP— szdP:

fXdP fXdP+fXdP fXdP—O a.lso Y1 — Y2|—0Pfs unddamlt Y1 = Y2 PAfs.

(iii) fY""dP = [ YdP = f XdpP < f |X|dP < oo, analog: [Y ~dP < oo, also ist Y P-integrierbar.
{y>0} {yY>o}
Mit © € § folgt schlieflich BY = [YdP = [ XdP = EX. O
Q Q

Aus Abschnitt 8.7: €(2,%,4) = {f : @ > R: [ |f|Pdu < oo}, ||fllp := (] |f|Pdps)>.

Auf diesen Riumen wird durch f ~ g <= p( f # g) = 0 eine Aquivalenzrelation definiert. Der Raum LP(Q, 2, 1) der
Aquivalenzklassen f := {g € £P(Q, A, p) : £} wird mit ||f||p := ||f||p (héngt nicht von der Wahl von f € f ab) zu
einem Banach-Raum.

Im Falle p = 2 hat man mit < f,§ >:= [ fgdu sogar einen Hilbert-Raum' (auf £? ist || - ||, nur eine Seminorm, da

Wo ist alles erlaubt? — Im Krieg, in der Liebe und im Hilbert-Raum!

73
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|fll» = 0 auch bei f # 0 gelten kann.)

Nach Satz 15.2 (ii) bilden die verschiedenen Versionen der bedingten Erwartungswerte von X bzgl. § eine Aquivalenz-
klasse (d.h. L' (Q, §, P) C L'(Q,%, P)), wir schreiben hierfiir E[X|F] bzaw. E[X|Z] oder E[X|Z;,i € I]im Falle § = 0(Z)
bzw. § = 0({Z; : i € I}). Man kann den Ubergang von X zu E[X|§] als Projektion von L'(Q,%, P) auf L(Q,J, P)
auffassen. Im folgenden werden wir den Unterschied Funktion/Aquivalenzklasse weitgehend ignorieren.

Konkret: Aussagen zu bedingten Erwartungswerten gelten i.a. nur P-f.s., z.B. E[E[X|§]|§] = E[X|F] P-fs.

Satz 15.3
(i) E[aX + BY|3] = aE[X|3] + BE[Y|3] P-s. (Linearitst)
(i) X<Y = E[X|§] < E[Y|F] P-Ais. (Monotonie)

(ili) ¢ :R — R konvex und gilt E|p(X)| < o0, so folgt p(E[X|F]) < E[p(X)|F] P-fs.
(bedingte Jensensche Ungleichtung)
Beweis:
(i) Sei F € §. Dann gilt:
f(aE[X|S] + BE[Y|F])dP = afE X|F)dP + ,BfE[Y|S ldP = andP + ﬂdeP f (aX + BY)dP

Da m1’c E[X|F], E[Y|§] auch aE[X |3] + BE[Y|F] S-meﬁbar ist, lelstet die Llnearkomblnatlon das Verlangte.
(i) Wegen der bereits bewiesenen Linearitét, reicht es, den Spezialfall X > 0 = E[X|F] > 0 P-f.s. zu beweisen.
Sei F := {E[X|F] < 0} (€ F).
0> [E[X|3]dP = [ XdP > 0.
P P

Also: [ E[X|§]dP =0, d.h. P(E[X|§]1r = 0) = 1 und damit P(E[X|F] < 0) = 0.
F
(iii) Ubungsaufgabe. O
Satz 15.4

(i)  (bedingte Version des Satzes von der monotonen Konvergenz)
Sind X, X, Xa,... Zufallsvariablen mit 0 < X,, 1 X, so gilt E[X,|§] 1 E[X|§] P-fs..

(it) (bedingte Version des Lemmas von Fatou)
Sind X1, Xa, ... nicht negative Zufallsvariablen, so gilt E[liminf X, |§] < lim inf E[X,|§] P-fs..
n—oo n—oo

(iii) (bedingte Version des Satzes von der majorisierten Konvergenz)
Sind X,Y, X1, X2, ... Zufallsvariablen mit X,, - X P-fs., |Xn| <Y und EY < o0, so gilt E[X,|§] = E[X|F)] P-
fs..
Beweis:
(i) Die Monotonie von Y, := E[X,|§] folgt aus der Monotonie-Eigenschaft des bedingten Erwartungswerts
(Satz 15.3 (ii)): Sei Y :=sup Yy, dann: Y, 1Y (P-fs.)
neN

Nach dem “unbedingten” Satz von der monotonen Konvergenz, angewendet auf die Folgen (1rYn)nen und
(1 Xn)nen gilt fiir jedes F € F: deP = suprndP = suprndP fXdP

Da Y auch §-mefbar ist, lelste’c es das Verlang’ce
(it), (iii) Ubungsaufgaben O

Einige Eigenschaften, die kein Analogon bei gewGhnlichen Erwartungswerten haben (konnen):

Satz 15.5
(i) Ist & eine Unter-o-Algebra von §, so gilt E[E[X|F]|®] = E[X|&]

(ii) Ist Y F-mefBbar, so gilt: E[Y - X|§] =Y - E[X|F] P-fast sicher, vorausgesetzt Y ist beschrinkt oder E|Y|P < oo,
E|X|? < oo fiir ein Paar (p,q) mit 1—1) + % =1 (wird gebraucht fiir E|X - Y| < 00).

(iii) Ist & eine von o({o(X),F}) unabhéngige o-Algebra, so gilt: E[X|o(F, ®)] = E[X|§] P-fast sicher.
Inbesondere: Sind o(X) und ® unabhéngig, so gilt E[X|®] = EX P-fs..

Beweis:
(i) E[X|8] ist B-mefibar. Fiir alle G € & gilt [ E[X|8]dP = [ XdP = [ E[X|§]dP, da G € 3§, also leistet E[X|®]
G G G

das von E[E[X|§]|®] verlangte.
(it) Ein Fall fiir die “iibliche Maschinerie”:
Sei Y =14 mit A € F. Dann gilt fiir alle F' € F:
[Y-BIX|§ldP= | FBIX|§ldP= | XdP=[14XdP=[X YdP.
F FNA FNA
€3
Y - E[X|3F] ist F-mefbar, d.h. die Behauptung gilt fiir Indikatorfunktionen.
Linearitit (Satz 15.3.(i)) liefert die Behauptung fiir primitive Y. Die bedingte Version des Satzes von der mo-
notonen Konvergenz (Satz 15.4.(i)) liefert die Behauptung fiir Y > 0. Im letzten Schritt zerlege in Positiv- und
Negativteil.
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(ili) Wir kénnen X > 0 annehmen (sonst X+, X~ getrennt betrachten)
Betrachte A — [XdP, A — [E[X|§]dP. (Nach Definition von E[X|F] stimmen diese Abbildungen auf §
A A

iiberein.) Sei F' € §, G € 6. Da 1g und X1y unabhingig sind, ebenso wie 1¢ und E[X1r|F] = 1r E[X|®] folgt:
[ XdP = [16(X -1p)dP ™" ES" [154p. [ X1pdP = [16dP - [ BIX[SP ™2 [ 1610 E[X|3lP =
FNG satz F satz

[ E[X|F]dP, d.h. die beiden Mafle stimmen auf einem N-stabilen Erzeuger von o(§F,®) iiberein.
FRG
Da sie auflerdem dieselben Gesamtmassen haben, sind sie gleich, d.h. [ E[X|F|dP = [ XdP fiir alle A € o(F, 8).

A A
Wegen der o(F, ®)-mefibarkeit von E[X|F] (folgt aus § C (3§, ®)) hat man daher E[X|§] = E[X|0(F,®)] P-fs..
Wihle § = {0, Q}. Dann o(F,8) = &, also E[X|8] = E[X|§] = EX P-fs.. O

Satz 15.6 Gilt EX? < oo, so minimiert E[X|F] die Funktion Y — E(X — Y)? auf der Menge der g-mefbaren
Zufallsvariablen mit endlichem zweiten Moment (also: E[-|F] ist Orthogonalprojektion in L*(Q,%2, P) auf L*(Q,§, P).)
Beweis: Fiir alle F-mefibaren Y mit EY? < oo gilt:

E(X -Y)* = E(X — EIX|3]) + (E[X|§] - Y)) = E(X — E[X[3])* + E(E[X|§] —Y)*, denn

B(X - BIX[B)(E[X|S] - Y) = E(E[(X — E[X[S)(E[X[Z] - Y)I3]) = E((E[X[3] - Y) E[X - E[X|3]|3]) =0

0
Der erste Term der Zerlegung héngt nicht von Y ab, der zweite ist > 0 und = 0 fir Y = E[X|F]. O

Stochastische Interpretation: § steht fiir die “zugéngliche Information”, X soll ‘vorhergesagt’ werden. Wahlt man die
mittlere quadratische Abweichung als “Verlustfunktion”, so besagt Satz 15.6, dal E[X|F] optimal ist.

Beispiel 15.7
i) (% P)=([0,1),B0,1),l0,1)), §=c({[E,52):k=0,1,... ,n—1}) (n fest).

n’ n
Jede F-mefbare Funktion ¢ : 2 — R muf} auf den erzeugenden Intervallen [%, %), k=0,1,... ,n—1, konstant
sein. Ist yn der Wert von Y = E[X|F] auf [%, 5) somu [ YdP=1Llyuw= [ XdP gelten.
[k, k41, [k, ktly
X

n—1
Also: Y =n Y ([ XdP)l[& ki1 -
k=0 [k kil nlom

n’ n

Es gilt § = 0(Z), mit Z(w) = 122

Z zeigt an, in welches Intervall das Ergebnis des Zufallsexperiments féllt. |

E[X|3] = ¢(Z) mit () =n [ XdP. |
|

[k, kil

n’ n

n
(i) Es sei X1, Xa,... eine iid-Folge von Zufallsvariablen mit E|X,| < co und Sy := > Xi. E[X1|Sx] =7
k=1

(Vermutung: 15,)
Fiir alle B € B gilt: [ X1l(s,e5ydP = [... [21P*'(dz1)... PX"(dzyn) = [... [2;P*'(dz1)... PX"(dzy) =
{zeR™:Zz;€B} {zeR™:Zz;€B}

n
[ Xjl(s,epydP, denn ® P™ ist invariant unter Koordinatenpermutation.

=1
Hat also Y die Eigenschaft [ YdP = [ X1dP, so gilt sogar [ YdP = [ X;dP fir j=1,...,n, also:
{Sn€B} {Sn»€B} {S»€B} {Sn»€B}
E[X1]Sn] = E[X2|Sn] = ... = E[X,|Sn]-

Bilde Summen: (nE[X1|Sa] =) 3 E[X:|Sn] = E[>> Xi|Sn] = E[Su|Sn] = Sn.
i=1 i=1

Damit folgt: ‘ E[X1]Sn] = Sn ‘
Betrachtet man § = o{Sm : m > n}, so folgt mit Satz 15.5(iii): E[X1|Sn,Sn+1,-..] = ;Sn.

15.2 Martingale

Es seien (Q, %2, P) ein WRaum und (7, <) eine gerichtete Menge, d.h.

(i) “<” ist Halbordnung auf 7T'.

(ii) Vs, t €T IueT:s<u,t<u.
Weiter sei (Ft)ter eine bzgl. “<” aufsteigende Familie von Unter-o-Algebren von 2, d.h. s <t = Fs < 3t
(Filtration)

Definition 15.8

Der stochastische Prozef (X¢)ier (d-h. Vt € T ist Xy : Q@ — R eine ZV) heifit zu (Ft)ier adaptiert, wennX; Fi-mefibar
ist fiir alle t¢.

(X¢, 8¢)ter heifit Martingal, wenn E|X;| < ooVt € T und s,t € T, s <t = E[X¢|§:]=Xs P-fs..

Im Falle X, < E[X;|§,] fiir alle s <t nennt man (X;,§¢)ter €in Submartingal, bei > Supermartingal.
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Interpretation: T' Zeit, (X;)ter beschreibt die zufillige Entwicklung des “stochastischen Systems”: X; ist Position eines
Partikels zur Zeit ¢, Aktienkurs o.4.

Wenn (X¢)tcT gegeben ist, so 148t sich eine zugehdrige Filtration (F:)icr konstruieren durch F: := o({Xs : s < t}).
Diese Familie nennt man die natiirliche Filtration zu (X;):er.
Klar: (X¢)ser ist zur zugehorigen Filtration adaptiert (X ist §;-mefibar.)

Grob: Bei einem Martingal ist der gegenwértige Wert der beste Vorhersagewert fiir zukiinftige Werte (Satz 15.6). Bei
einem Martingal bleiben wegen EX; = E(E[X:|§s]) = EX, die Erwartungswerte konstant, bei einem Supermartingal
nehmen sie im Laufe der Zeit ab, bei Submartingalen zu.

Ist (X¢,8t)ter ein Supermartingal, so gilt:
(%) fXdP>thdeura,llestETm1ts<tunda.lleA€S3

Ist umgekehrt (Xt)teT zu (§t)ter adaptiert, und gilt E|X¢| < oo V¢ € T, so impliziert (%), dal (X¢,t)ter ein
Supermatingal ist (~ Aufgabe 54.)

Die analoge Aussage fiir Submartingale und Martingale erh&lt man mit:
(Xt,8t)ter Submartingal <= (—X4,§:)ter ist Supermatingal.
(Xt,8t)ter Martingal <= (Xi, §t)ter ist Super- und Submartingal.

Man sagt (abkiirzend): “(X)ter Martingal”, wenn (X, §¢)ter mit der natiirlichen Filtration (§t):er ein Martingal ist.

Beispiel 15.9
(i) Essei T =N, (Xp)nen eine iid-Folge von Zufallsvariablen mit Erwartungswert p. (Sp)nen sei die Folge der Parti-
alsummen Sy, := Y Xj. Weiter sei §n := c({X1,...,Xn}) (=0({S1,.-.,5n})) (also: (Fn)nen ist die natiirliche
k=1
Filtration zu (Sp)nen). B(Xn)
E[Sn+1|8n] = E[Sn + Xn+1|3n] = E[Su|§n] + E[Xn+1|8n] = Sn + “p° (nach Satz 15.3(i), Satz 15.5(iii)) fir alle

n € N, also E[Sn+1|3n] = S, wenn 7 i 0.

E[Snt2[8a] = E[E[5n+2|3n+1]|3n] (“T'Hm”)
Hieraus folgt, daf8 (S, )nen ein Submartingal / Martingal / Supermartingal ist, wenn g >0/ p =0/ p <0 gilt
(~ Satz 15.5(i))
(ii) (In diesem Beispiel ist T keine Teilmenge von R ... )
Es sei @ ein weiteres WMaf auf (Q2,2), da8 von P dominiert wird (d.h. P(N) =0 = Q(N) =0)
Sei T' die Menge der endlichen mefibaren Zerlegungen (Partitionen) 3 von 2, d.h. 3 = (A41,...,A4,) mit n € N,

A, . A, €U, AN A; =0 fiir ¢ # j, UA = Q. Sind 3; = (Ai1,...,A,) und 32 = (B, .., Bn) zwei solche
Zerlegungen, so nennen wir 32 feiner als 31 und schreiben 31 < 32, wenn gilt: Vk € {1,...,n}3I C{1,...,m}:
Ar = U Bi.

i€l

Zu zwei Partitionen gibt es stets eine gemeinsame feinere (beispielsweise das System aller Durchschnitte), also (7', <)
ist eine gerichtete Menge.

Fiir jedes t = 3 = (A41,...,A,) € T setzen wir nun §; := oc({A1,... ,4,}), Xe = ggﬁ’glm
i=1 *
(=0, wenn P(A4;) =0).
Offensichtlich ist dann (X¢)ter zur Filtration (&)teT adaptiert, und es gilt
E|X)| = EX, = zl B ELa = 3 QA =
i= =
Es seien nun s = (Ai,...,A,) und ¢ = (Bi,... , Bm) zwel Zerlegungen mit s < ¢. Fir k=1,... ,n gilt:
J xdp = 2 9z /13,.(11» = % 9BIpB) = Q4.
2 {i:B; CAp}
k
———
P(AxNB;)
Auflerdem: [ X,dP = %E ’; /lA dP = Q(Ag).
Ay S P i
——
P(A;NAg)

Mit Aussage (x) folgt, daB (X¢,Jt)ter ein Martingal ist.

(iii) Es sei (§¢)ter eine Filtration, X eine Zufallsvariable mit endlichem Erwartungswert und X; := E[X|F].
Nach Konstruktion ist dann (X¢)ier zu (Ft)ier adaptiert und mit Satz 15.5(i) folgt fir s < t E[X¢F.] =
E[E[X|34]|8s] = E[X|Fs] = Xs (wieder P-f.s.), also ist (X¢,§t)ter eine Martingal.

Satz 15.10 (Submartingalungleichung von Doob)
Ist (Xt,&t)t=1,..~ ein Submartingal, so gilt fiir alle ¢ > 0:

cP(ma.XXk>c)< J X.dP < EX,f

<k<
max Xp>c
{ Bz, Xe2 }
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Beweis: A := {11<nka.<x Xp>ch Ai={X; <cfirj=1,...,i—1, X; >c}.
SRSn

Dann gilt: A= A1+ A2+ ...+ Ap; Ai € Fi, Xi > c auf A;.
Dann [ Xn.dP > [ XidP > c- P(A;).
A; A;

Summiere nun iiber i : [ X,dP > c- P(A), der zweite Teil der Ungleichung folgt mit X,14 < X;I. O
A

Mit den Resultaten des ersten Paragraphen erhilt man leicht eine Reihe von Eigenschaften der Klasse der Martingale
(Supermartingale bzw. Submartingale). Aus der Linearitit des bedingten Erwartungswertes folgt beispielsweise unmit-
telbar, dafl mit (Xy, Ft)ter und (Y3, §t)ter auch (aX; + BY:, §t)ter ein Supermartingal ist, wenn a > 0, 8 > 0; die
analoge Aussage fiir Martingale gilt fiir alle o, 8 € R. Ist To eine gerichtete Teilmenge von T, so ist mit (X¢, §¢)teT auch
(Xt,8t)teT, ein Submartingal. Die bedingte Version der Jensenschen Ungleichung liefert unmittelbar:

Satz 15.11
Ist (X¢,$t)ter ein Martingal und ¢ : R — R eine konvexe Funktion mit E|p(X;)| < oo fiir alle ¢t € T,
so ist (¢(X¢), St)ter ein Submartingal.

Insbesondere ist bei einem quadratisch integrierbaren Martingal (X¢, §¢)teT, d.h. E(X,?) < oo Vt € T, der Prozef
(X;2,3¢)ter ein Submartingal. Weitere Eigenschaften dieser Art werden in den Ubungsaufgaben behandelt.

15.3 Stoppzeiten und Transformationen

Wir betrachten in diesem Absatz Prozesse mit Zeitmenge T = Ny = {0,1,2,...}. Es ist (2,2, P) ein WRaum und
(F¢)ten, eine Filtration. Martingale etc. sollen sich stets auf (Fn)nen, beziehen. Man sieht leicht, dafl bei diesem T die

(Super-, Sub-) Martingaleigenschaft bereits aus E[Xn+1|Fn] = X5, fiir alle n € Ny folgt (Induktion, Satz 15.5(i)).

v |lIA

Im nachfolgenden ist gelegentlich eine Interpretation tiber Gliicksspiele hilfreich. Hierbei ist X,, das Kapital eines Spielers
nach n Durchgéingen, wenn jede Runde eine Geldeinheit gesetzt wird (X ist das Anfangskapital), §n := c({Xo,... , Xn})
représentiert die nach n Durchgéngen vorhandene Information. Weiter ist Xn,4+1 — X der Gewinn pro gesetzter Geld-
einheit in der néchsten Runde, E[Xn 11 — Xy |§xn] ist der zu erwartende Gewinn in der nichsten Runde bei Kenntnis des
gesamten bisherigen Spielverlaufs. Also wegen E[X 11 — X5 |Fn] = E[Xn41|8n] — Xn gilt:

Supermartingal nachteilig
(Xn)nen, ist Martingal bedeutet, das Spiel ist fair (aus Sicht des Spielers).
Submartingal vorteilhaft

Betrachten wir nun die strategischen Maoglichkeiten: In der n-ten Runde werden ¢, Geldeinheiten eingesetzt, wobei

n
natiirlich ¢, Fn—1-mefibar sein mufl. Das Kapital des Spielers nach n Durchgéngen ist dann Xo + Y ¢x(Xx — Xg—1).
k=1

Definition 15.12 Ein reellwertiger stochastischer ProzeB (cn)nen heifit vorhersagbar bzgl. (Fn)nen,, wenn
¢n Sn—1-mefbar ist fiir alle n € N.

Satz 15.13 Es sei (cn)nen, €in vorhersagbarer Proze, (X, )nen, ein Proze8 mit E|cni1(Xnt1 — X»)| < oo fiir alle
n
n €Ny, Yn:=Xo+ > cx(Xx — Xg—1). Dann gilt:
k=1

(i)  Ist (Xn)nen, ein Martingal, so ist (Yy)nen, €in Martingal.

(it)  Ist (Xn)nen, ein Supermartingal und ist (¢n)nen, nicht-negativ, so ist auch (Y )nen, ein Supermatingal.
Beweis: Da cn41 Fn-meBbar ist, folgt mit Satz 15.5(ii) E[Yn+1 — Yn|Fn] = cnt1E[Xnt1 — Xn|Fn], woraus sich beide
Behauptungen ergeben. O

Aus einem (un-)fairen Spiel wird also durch variieren der Einsétze kein vorteilhaftes Spiel (wenn man nicht iiber pro-
phetische Gaben verfiigt ... )
Kann man sein Gliick dadurch verbessern, dafl man im geeigneten Moment aufhért?

Definition 15.14

Eine Abbildung 7 : Q — Ny U {co} heifit Stoppzeit (auch Optionszeit) bzgl. der Filtration (Fn)neng, wenn {r < n} € §n
fiir alle n € Ny gilt. Fiir eine Stoppzeit 7 ist Fr :={A CQ: AN{r <n} €F. Vn € Ny} eine o-Algebra (Ubungsauf-
gabe), die o-Algebra der 7-Vergangenheit.

(Interpretation: Die bis einschliefilich zur (zufilligen) Zeit 7 vorhandene Information.)

Als “optional stopping” bezeichnet man den Ubergang von (Xn)neny, 2u (Xran)nen,’, Wobei Xonn @ Q —
R7 (XT/\n)(w) = X'r(w)/\'n(w)' .

Ist (Tn)nem,, To C No, eine wachsende Folge von Stoppzeiten, so bezeichnet man den Ubergang von (Xy)nen, zu
(Yn)nety, Yn := X, als “optional sampling”. Mit 7 ist auch 7, := 7 A n eine Stoppzeit (~ Ubungsaufgabe), also ist
optional stopping ein Spezialfall des optional sampling.

2 ist hierbei das Minimum ...
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Bei der Gliicksspiel-Situation konnte eine mégliche Strategie darin bestehen, bis zum Erreichen eines Mindestgewinnes
¢ zu spielen und dann aufzuhdren; dies entspricht dem optional stopping mit 7 = inf{n € No : X, > Xo + ¢} (wir
vereinbaren: inf ) = co).

Beispiel 15.15

(i) Konstante 7’s sind Stoppzeiten, denn im Falle 7(w) =no VYw € Q gilt
{r<n}=Q firn>no
{r<n}=0 firn<ng, man erhdlt alsojedesmal ein Element von .
(ii)) Ist (Yn)nen, €in zu (Fn)nen, adaptierter (reellwertiger) Prozel und A eine Borel-Menge, so ist die Eintritts-
zeit dieses Prozesses in A 7a(w) = inf{n € Ny : Y,(w) € A} (wieder mit inf( = oco) eine Stoppzeit, denn

{ra <n} = U {Yi € A} € §n, wegen {Y; € A} € Fi, (8n)nen, isoton.
Die oben genannte ‘Aufhérstrategie’ basiert also tatséchlich auf einer Stoppzeit.

Wir wollen nun zeigen, dafl unter bestimmten Voraussetzungen auch unter einer optional-sampling-Transformation die
(Super-) Martingaleigenschaft erhalten bleibt. Hierzu bendtigen wir einige einfache Hilfsaussagen:

Lemma 15.16

<
(i)  Ist 7 eine Stoppzeit, so ist X : @ = R, X (w) := { Xr@w) -, wenn 7(w) < oo

0 . somst §--meflbar.

(ii) Sind 71, T2 Stoppzeiten mit 71 < 72, so gilt Fr C Fry-
Beweis: (i) Fiir jede Borelmenge A € B und jedes n € Ny gilt: {X} € A}n{r <n} = U {Xr € A}N{r =k}.
k=0
Mit {r =k} = {r < k}n{r <k —1}° folgt {r = k} € T, also insgesamt {X; € A} N {r < n} € Fn.
—_—— ———

€Tk EFk-1CE8k
(ii) Sei A € Fr,. Fiir alle n € Ny gilt: {r2 <n} C {r1 < n}, also folgt
Aﬂ{TzSn}:Aﬂ{T1STL}ﬂ {TzSn} €Fn,dh. A€F,,. O
—_———— ———

€%n, da AEFr; EFn, da 72 Stoppzeit

Ohne weitere Voraussetzungen kann beim Ubergang von (X,) zu (Y,) die Martingaleigenschaft verloren gehen.

Beispiel 15.17
Es sei (Y3 )nen eine iid-Folge von Zufallsvariablen mit P(Y, = —1) = P(Y, =1) = 1, X, := 3 2'7'Y;,
i=1
Fni=0({X1,..., Xn}) (=o0({Y1,...,Yn})), r:=inf{n e N:Y, =1}
Dann ist (Xn,$n)nen ein Martingal und 7 eine Stoppzeit (~> Beispiel 15.15(ii))

Interpretation: Eine faire Miinze wird wiederholt geworfen. Der Spieler setzt 2" DM in der n-ten Runde und verliert
seinen Einsatz, wenn ‘Zahl’ erscheint (Y, = —1), bei ‘Kopf’ (Y, = 1) gewinnt er 2"DM. Beim ersten Eintreten von
‘Kopf” wird das Spiel beendet; X, ist der Gesamtgewinn bei Spielende.

Es gilt: P(7 > k) = 27%, insbesondere P(7 < co) = 1, sowie

oo =) k=1
X, =Y Xilirmpy = 2 <_Z2"1 +2’H> loiy =1 (PA£s)
k=1

k=1 i=1

Lo

Sei nun Ty = {1 2}, Y: = X1, Y= X,.
Dann gilt: EY; = 0, EY, =EX, =1.
Also ist (Y, Bn)ner, kein Martingal (E|X,_1| = c0.)

Lemma 15.18 Es seien (Xn, 8n)nen, ein Supermartingal und o, 7 Stoppzeiten mit 0 < 7 < 0+ 1 < C fiir ein
konstantes C' < co. Dann gilt E|X,| < oo, sowie E[X,|X,] < X,.
c c
Beweis: Es gilt E|X,|= > [ |Xz|dP < X E|Xi| < co.
E=0{r=k} E=0
Sei nun A € §,, Ax —Aﬂ{a—k}ﬂ{r>a}—Aﬂ{a—k}ﬂ{r>k}—Aﬂ{o—k}ﬂ{T—k-l-l}.

Dann gilt: f (X, — X,)dP = E J Xo — X;)dP = Z J (X& — Xi41)dP > 0, wenn A € F.

k=0 A, k= OA,c
k—
Ap €5 folgt mit AN{o =k} = (An{o<k}) n (U (An{o <))~ O
—_—— =1 N——
€%, da o Stoppzeit €F:iC3r

Satz 15.19 (Optional Sampling Theorem)

Es seien (Xn, §n)nen, €in Supermartingal (Submartingal, Martingal) und (7»)nen, €ine isotone Folge von beschrénkten
Stoppzeiten (d.h. Vn € N 3Cn < 00 : P(tp, < Cp) = 1); Yy := X,,; &, := §r,. Dann ist (Y, &pn)nen, wieder ein
Supermartingal (Submartingal, Martingal).

Beweis: Es reicht, den Satz fiir Supermatingale zu beweisen.

Nach Lemma 15.16(ii) liefert &, C &ny1 Vn € No; (Gn)nen, ist also eine Filtration.
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Nach Lemma 15.16(i) ist (Yn)nen, hierzu adaptiert. Es bleibt zu zeigen: E[X,, ,|§-,] < X,, P-fs. fiir allen € N.
Sei n € N. Setze o := Tn41 A (T + k) fir k=0,...,[Crt1] = m.

Dann ist 09,. .. ,0m, eine isotone Folge von Stoppzeiten mit o9 = 7, 0y = Tny1 und op41—0x < 1 flirk =0,... ,m—1.
Lemma 15.18 liefert E[X,, ,,|80,] < Xo,,, also:

E['X'rn+1|&'rn] = E[X‘T‘m |30'0] = E[E[X‘Tm |Sam—l]|&‘70] < E[va—l |30'0] <...< E[Xvol&fo] = 'XU'O =X,, P-s. o

15.4 Konvergenzsitze

15.4.1 Fast sichere Konvergenz

Zu einer Folge (Xn)nen von Zufallsvariablen definieren wie die X,
GréBlen Unla,b], —o0 < a < b < o0, n € N, wie folgt: Unla,b] °
ist die Anzahl der aufsteigenden Uberquerungen des Intervalls [a,b] b - — — — — © L.
durch X1, Xa,...,X5, also das grofite k£ € Ny mit 31 < 4; < iz <
13 < ... < S nmit Xiy;, ;, <a, Xip; 20 fir j = 1,...k
(Unla, b] ist eine Zufallsvariable.) aq -~ -5 - - -~~~ PO
Lemma 15.20 Ist (X.)nen ein Supermartingal, so gilt: i
EUnla,b] < F2-E(Xn —a) ™. '
Beweis: Seip= 5|+ 1, 70 =0, und fiir k =1,...,p, RERP RE TV Zeit n
min{j > mok—2, <n:X; <a} , wenn{. ..} #0
T2k—1 =
n , sonst
o = min{j > mop-1, <n:X; >b} , wenn {...} #0
n , sonst
Dies sind Stoppzeiten, klar: 1 <71 <71 <... <1 =n.
Die aufsteigenden Uberquerungen gehdren zu den Paaren (71, 72), .. - , (Tokg—1, Tokg ) mit ko = Un[a,b], d.-h. X, —

X 2b—afirk=1,...,ko.

Die hierauf folgende Differenz X,, ., — Xr,, 4, ist nur dann nicht 0, wenn noch eine a-Unterschreitung (aber
keine b-Uberschreitung) mehr stattfindet. Sie ist dann von der Form X, — X; mit einem X; < a, ist also
> X, —a>min{0, X, —a} = —(Xn —a)”.

D
Esgilt  (¥) ki_Il(szk = Xrs_1) 2 (0= a)Unla = b] — (Xn —a)™.
Das Optional Sampling Theorem (Satz 15.19) liefert EX,,, < EX,,, _,, also ist der Erwartungswert auf der
linken Seite von (¥) <0, d.h. (b—a)Uyla,b] — E(X, —a)” <0.
(siehe Williams fiir einen auf Satz 15.13 beruhenden Beweis.) a
Ist (Fn)nen eine Filtration, so sei Foo := (U Fn).
ne€N

Satz 15.21 (Vorwirts-Konvergenzsatz von Doob)

Es sei (Xn,§n)nen €in Supermartingal mit der Eigenschaft sup E|X,| < oo
neN

(Man nennt das Supermartingal dann £'-beschrankt).
Dann existiert eine Foo-meflibare Zufallsvariable Xo, mit lim X,, = X, P-fast sicher.

n—00
Beweis: Wie zeigen zunéichst P(N) =0 fiir N := {w € Q : liminf X, (w) < limsup X, (w)}.
n—oo n— oo

Mit U la,b] := lim Unla,b] gilt N C |J {w € Q: Uxla,b](w) = oo}.
n—oo a,bEQ
a<lb
Lemma 15.20 liefert (b — a)EUn[a,b] < E(X, —a)~ <|a| + E|Xy|-
Nach Voraussetzung gibt es hierfiir eine von n unabhéngige Oberschranke, also folgt EUx|a,b] < co mit dem Satz
von der der majoriserten Konvergenz — insbesondere P(Ux[a,b] = c0) = 0.
Damit: N ist in einer abzihlbaren Vereiniging von Nullmengen enthalten, also P(N) = 0.

o lim Xn(w) , weN® . .
Sei Xoo (w) 1= ¢ n—roo (bestimmte Divergenz ist zugelassen.)
0 , sonst

Das Lemma von Fatou liefert E|Xo| = Eliminf|X,| < liminf E|X,| < sup E|X,| < oo, dh. P(N) = 0 mit
n

N:{wEQ:|)~(OO_|=oo}.
Xoo 1= 1. - X leistet das Verlangte. O

Bemerkung 15.22 g¢!-Beschriinktheit folgt bereits aus sup EX,, < oo (Ubungsaufgabe 64)

15.4.2 Gleichgradige Integrierbarkeit

Hintergrund: Wann hat man (bei Martingalen) Konvergenz im Mittel (in £').
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Definition 15.23 Eine Familie {X; : ¢ € I} von Zufallsvariablen auf (Q,%, P) heifit gleichgradig integrierbar,
wenn gilt:

Ve>03IC <ooViel: [ |X;|dP<e.
|X;[>C

Beispiel 15.24
(i)  Ist X integrierbar (d.h. E|X| < c0), so folgt mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz C}im J |1XlaP =
0, also ist die “Familie” {X} gleichgradig integrierbar.
Offensichtlich ist die endliche Vereinigung gleichgradig integrierbarer Familien wieder gleichgradig integrierbar,
insbesondere sind alle endlichen Familien von Zufallsvariablen mit endlichen Erwartungswerten gleichgradig inte-
grierbar.
(ii) Ist (Xn)nen eine Folge von Zufallsvariablen, Y eine weitere Zufallsvariable mit |X,| <Y Vn, EY < oo (Y ist
integrierbare Majorante zur Folge (Xn)nen), so ist {X, : n € N} gleichgradig integrierbar:
J |Xn|dP < [ YdP fir alle n € N, die rechte Seite héngt nicht von n ab und geht mit C' — oo
[Xn|>C Y>C
gegen 0 (vergleicht Teil (i)) (geht auch mit beliebigen Familien {X; : ¢ € I}).
(i) Ist {X;:7€ I} £P-beschrinkt fiir ein p > 1 (d.h. sup E|X;|? < 00), so folgt mit
i€l

[ |1XildP < [ K'"P|X;|PdP < K'"?sup E|X;|* die gleichgradig Integrierbarkeit der Familie (wegen p > 1
X[ >K |X;1>K i€l

geht die rechte Seite, die nicht von ¢ abhingt mit K — oo gegen 0). Die analoge Aussage mit p = 1 gilt NICHT
(Aufgabe 65).

Lemma 15.25 Es sei X ein Zufallsvariable mit E|X| < co. Dann gilt:
Ve>03§ >0VA€eA: P(A)<§ = [|X|dP<e.
a

Beweis: Gilt die Aussage nicht, so existiert ein €p > 0 und eine Folge (A )nen C 2 mit

P(A,) <2, [ |X|dP>e V¥neN.
A

Sei A = limsup Ay. Das Borel-Cantelli-Lemma liefert P(A) = 0.
n— oo
Andererseits folgt mit Fatou (0=) [|X|dP = E|X|— [ |X|dP = E|X| — [liminf(14 ¢|X|)dP
A Ae
> E|X|—liminf [ |X|dP =limsup [ |X|dP >e€, #. O
Ae An
Satz 15.26

Ist X eine Zufallsvariable mit E|X| < oo, so ist {E[X|F] : § Unter-o-Algebra von A} gleichmifig integrierbar.
Beweis: Sei e > 0. Nach Lemma 15.25 existiert ein § > 0 mit
(%) P(A)<é = [|X|dP <e VAe«

A

Wihle nun, zu diesem § ein C' mit &FE|X| < é. Sei nun § irgendeine Unter-o-Algebra von 2 und Y eine Version von
E[X|3]. Die Jensensche Ungleichung fiir bedingte Erwartungswerte liefert

(+%) V| < E[|X||§] P-fast sicher und damit C - P(|Y| > C) < E|Y| < E|X|, also P([Y]| > C) < LE|Y| < 6.
(++) )
Wegen {|Y| > C} € § folgt insgesamt [ |Y|dP < [ E[X||§]dP= [ |X|dP <e. O
Y|>C Y|>C Y|>c

Das nun folgende Hauptresultat dieses Abschnitts verallgemeinert den Satz von der majorisierten Konvergenz (wegen
Beispiel 15.24(ii))

Satz 15.27 Es seien X, X1, X2,... Zufallsvariablen mit endlichem Erwartungswert. Dann sind &quivalent:
(i) X,— Xin g (dh. E|X, - X|—=0)
(i) X, — X in Wahrscheinlichkeit und {X, : n € N} gleichgradig integrierbar.
Beweis:
(i)==(ii): Wegen (0 <) €-P(|Xn — X| > €) < E| X, — X| folgt aus der £'-Konvergenz die Konvergenz in Wahrschein-
lichkeit.
Zum Nachweise der gleichgradigen Integrierbarkeit sei € > 0.
Zu diesem e existiert ein no mit E|X, — X| < 5 Vn > no.
Lemma 15.25 (no-mal angewendet) liefert ein § > 0 derart, daf} fiir alle A € 2 mit P(A) < § gilt:
(%) JIXnldP <efirn=1,...,ng—1, [|X|dP < §.
A A

Wegen E|X,| < E|X, — X| + E|X| ist die Folge (X, )nen in £' beschrinkt, es existiert also ein C' > 0 mit
& sup E|X,| < 6.

neN
Insbesondere: P(|X,| > C) <4 fiir allen € N (~» Markov-Ungleichung).
Mit (x) : J |Xn|ldP<efirn=1,...,n0—1,

[Xn|2C
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[ |XaldP < / X|dP + / X, — X|dP < e fiir n > no.

[Xn|2C
|Xn|>C X |>C
<3 <BIXn-X|<$
Da € > 0 beliebig war, folgt hieraus die behauptete gleichgradige Integrierbarkeit.
¢ , z>C
(il)==(i): Fiir alle C > 0 definiere p¢c : R — R durch pc(z) := z , |z|<C
- , z<-C

Zwischenbehauptung: () lim |pc(Xn) —c(X)| =0 fiir alle C > 0.
n—00
Sei also € > 0. Man hat |pc(z) — pc(y)| < |z —y|, also

Elpc(Xa) — po(X) = X _le IWO(Xn)—</JC(X)|dP+|X _J;f|< lpc (Xn) = pc(X)|dP <

2CP(|Xn — X| > €) + € — e, also folgt (%).
Sei wieder € > 0. Der Satz von der majorisierten Konvergenz liefert E|pc(X) — X| — 0 mit C — oo.
Hiermit und mit der gleichgradigen Integrierbarkeit von {X, : n € N} erhélt man ein C >0 (C < 0o) mit:
Blpo(X) — X| < .

Eloc(Xn) — Xa| (£ [ |XaldP) < Vn €N

[Xn|>C
und damit E| X, — X| < E| Xy — o (Xn)|+ Elpc(Xn) = po(X)|+ Elpc(X) — X| < e+ Elpc(Xn) —po(X).
Nach (x) existiert ein no mit: Elpc(Xn) —@c(X)| < § Vn > no. O

15.4.3 Gleichgradig integrierbare Martingale

o
Es sei wieder (§n)nen eine Filtration und §oo :=o( J Fn)-
n=1
Klar: (Fn)nenufoo} ist wieder eine Filtration.

Satz 15.28 Es sei (Xn,8n)nen ein gleichgradig integrierbares Supermartingal. Dann existiert eine §o-mefibare Zu-
fallsvariable Xo mit X, = Xoo P-fs. und in £' mit n — oo, sowie X, > E[X|Fn] Vn € N. (auch (Xn, Fn)nenu{oo}
ist also ein Supermartingal.)
Beweis:
Gleichgradig integrierbare Funktionen sind £'-beschriankt (~ Aufgabe 65), also 1a8t sich Satz 15.21 anwenden
und liefert ein X, mit X,, - Xo P-fs.
Hieraus folgt X, — X in Wahrscheinlichkeit (Satz 10.2), also mit Satz 15.27 E|X, — Xo| — 0, d.h. die £'-
Konvergenz.
Sei nun A € §,. Die Supermaringaleigenschaft liefert [ X,dP > [ XndP VYm >n.
A A

Wegen | [ XmdP — [ XeodP| < E|Xm — Xoo| ™=5° 0 folgt [ XndP > [XodP VA € Fn, dh. X, >
A A A A
E[X|Fn] (~ Aufgabe 54) O

Sei nun T eine beliebige gerichtete Indexmenge.
Ist (3¢)ter eine Filtration und X eine Zufallsvariable mit E|X| < oo, so ist (X¢, §¢)ter mit X; := E[X|F:] ein gleich-
gradig integrierbares Martingal (~ Beispiel 15.9(iii), Satz 15.26)

Satz 15.29 Es sei (X:,3:)ier ein gleichgradig integrierbares Martingal, Foo := o( U ).
teT

Dann existiert eine §oo-mefibare Zufallsvariable Xoo mit Xy = F[Xoo|F¢] (P-fs.) fiir alle ¢t € T.

Beweis: Wir zeigen zunéchst:

(1) Vex>03t(e) eT Vs, t €T :s>t(e),t >tle) = E|Xs — X¢| < € ((X¢)ter ist eine Cauchy-Folge “entlang T”)
Angenommen, (1) ist falsch. Dann existiert egp > 0 mit

(2) VteT 3s,u€T,s>t,u>tmit E|X, — Xu| > 2e0.
Wir kénnen dazu rekursiv eine isotone Folge (tn)nen C T’ konstruieren mit:

(3) Elth+1 — thl Z €0 Vn S N.
Sei hierzu ¢t; € T beliebig. Sind ¢1,... ,t, bereits konstruiert, so existieren nach (2) s,u > t, mit E| X, —X,| > 2e¢o.
Nach der Dreiecksungleichung mufl dann E| X, — X4, | > €0 oder E|X, — X¢,| > €o gelten. Wahle entsprechend
tn+1 = s oder tn+1 = U.
Nun ist (X%, , §t., )nen ein gleichgradig integrierbares Martingal, konvergiert nach Satz 15.28 im Widerspruch zu
(3) im Mittel. Damit ist (1) bewiesen.
Wihle e = L in (1), die Folge t(£), n € N, kann als isoton vorausgesetzt werden (hierbei wird “T" gerichtet”
gebrauchtet.) Dann liefert (1)

(1) ElIX:—X,1)l < L firallemeN n>m, t>t(x).
Abermalige Anwendung von Satz 15.28 liefert eine Zufallsvariable X € £', gegen die X 1 mit n — oo im Mittel
konvergiert. L8t man in (4) n — oo gehen, so folgt:
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(5) E|X;—X|< L firallemeN, t>t(%) (X; konvergiert gegen X “entlang 7”)
Da £'-Konvergenz Konvergenz in Wahrscheinlichkeit impliziert, und da zu in W. konvergenten Folgen f.s. kon-
vergente Teilfolgen existieren (~ Aufgabe 31), gibt es eine Folge (mn)nen € Nmit X, 1 ) — X P-fis. Setze
X(w) , wenn lim X, 1, existiert
nun X (w) = n—oo  ‘lmn
0 , sonst
Dann ist Xo Foo-mefibar, da alle Xt(;) Foo-meBbar sind. Es bleibt zu zeigen, daf} alle t € T' X; eine Version
von E[Xo|F:] ist. Sei hierzu t € T, A € §;. Die Martingaleigenschaft liefert
(6) [XedP=[X,dP fiir alle s>t
A A

Zu jedem m €N existiert ein s >¢(%), s >¢, also folgt mit (6) und (5)

| [ XudP — [ XoodP| "X E=07 [ X,dP - [ XdP| < E|X, — X| <L firalle meN

A A A A

Mit m — oo folgt [ X¢dP = [ XcdP VAE F:. O
A A

15.4.4 Ein Riickwirtskonvergenzsatz
Jetzt: Indexmenge T' = —N, Grenziibergang n — —oo.

Satz 15.30 (Riickwirtskonvergenzsatz von Doob)
Es sei (Xn,8n)nen ein Martingal, F—oo := [ §—r. Dann gilt mit n - —o0 :

n=1
Xn & X_oo := E[X_1|§F -] P-f.s und im Mittel.
Beweis: Es sei U_pa,b] die Anzahl der aufsteigenden Uberquerungen von [a,b] durch

X ny-.o, X1, U_xo|a,b] = nlg%o U_n[a,b].
Lemma 15.20 liefert EU_p[a,b] < ;2-E(X_1—a)~ (unabhiingig von n)
Also: monotone Konvergenz ergibt EU_xa,b] < co, und damit P(Ja,b € Q : U_u[a, b] = c0) = 0.
Dies liefert die Existenz eines (méglicherweise fco-wertigen) f.s. Grenzwertes X _o,
Mit dem Lemma von Fatou folgt E|X_o| = Eliminf|X_,| < liminf E|X_,| < E|X_i] < oo, da

n—oo n—oo

(X—n,8—n)nen ein Submartingal ist (Satz 15.11.)
Hieraus folgt P(|X_oo| = 00) = 0; Abénderung auf einer Nullmenge liefert eine R-wertige §_oo-mefibare Zu-
fallsvariable X o, mit X_,, & X_ f.s,; £1—Konvergenz folgt mit Satz 15.26 und Satz 15.27.
Dies wiederum kann wie im Beweis zu Satz 15.28 verwendet werden, um zu zeigen, dafl X_., eine Version von
E[X_1|—oo] ist. |

15.5 Anwendungen

15.5.1 Ein 0-1-Gesetz von Kolmogorov

Als 0-1-Gesetze bezeichnet man Aussagen, die fiir die Wahrscheinlichkeit bestimmter Ereignisse nur die “Extremfille”
0 und 1 zulassen.

Satz 15.31 Es seien X1, Xo,... unabhiingige Zufallsvariablen. €, := 0{Xm : m > n}, T:= (| Tn

n=1
(T heifit auch “o-Algebra der terminalen Ereignisse”.) Dann gilt P(A) =0 oder P(A) =1 fiir alle A € T.
Beweis: Sei A € . Setze §pn := 0{X1,... ,Xn}, Y =14, Y, := E[Y|Fn]-
Wegen |Y,| < 1 (Jensen) 148t sich Satz 15.28 anwenden: Es gibt eine §oo-mefibare Zufallsvariable Yo, mit
Y, = Yo P-fs. und im Mittel, und es gilt Y, = E[Yoo|§x] fiir alle n € N.
Hiermit [ VoodP = [Y,dP = [YdP firalle Be3.
B B

B

Man kann Y > 0 annehmen (Monotonie des bedingten Erwartungswertes)

Die Mafle B — f YodP, B — f Y dP stimmen also auf dem N-stabilen Erzeuger U Fn von Feo und damit auf
n=

Foo iiberein. Wegen Trn C oo ‘v’n gilt T CFo,alsoist Y Foo-meBbar.

Der Eindeutigkeitssatz fiir Dichten fiihrt also auf P(Y = Y) = 1.
Andererseits ist ¥ als Teilmenge von T, 41 von §, unabhiingig, und damit Y, = E[14|§n] = Ela = P(A) P-fs.

Insgesamt: P({w € Q: lim P(A) =14(w)}) =1, d.h. P(A) =0 oder P(A) =1. O
n—oo
Beispiel 15.32 Es sei (X,,)nen eine Folge von unabhiingigen Zufallsvariablen, X,, := 1% Xi. Offensichtlich &ndern
i=1
sich die Haufungspunkte der Folge (X, Xy )nen nicht, wenn man beliebig viele Anfangsglieder X1, ..., X, verandert.
Dies bedeutet, daB8 Y := limsup X,, Tp-mefibar ist fiir alle n € N, also sogar T-mefibar.

n—r o0

Nach Satz 15.31 gilt P(Y € A) € {0,1} VA, d.h. es existiert eine Konstante C' € [—00, co] mit P(limsup X,, = C) = 1.
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Analog: Auch der liminf ist fast sicher konvergent.
Hieraus folgt insgesamt: Konvergiert X, f.s. gegen eine Zufallsvariable X, so ist Xoo P-f.s. konstant.

15.5.2 Das starke Gesetz der grofien Zahlen
Ein Martingalbeweis fiir Satz 10.4:

Satz 15.33 Ist (X, )nen | eine Folge von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen mit (existierendem)
Erwartungswert p, so gilt X, - p P-fs. (1S5, - pfs)
Beweis:

Es sei §—n := 0{Sm : m > n} Vn, wobei Sp, := X1+ ... + Xm, F-o0 := [] S—n. Aus Beispiel 15.7(ii) ist
n=1

E[X1|§-n] = Xn, d-h. (Yn,n)ne—n mit Y, := X_,, ist ein Martingal (siche auch Beispiel 15.9(iii)).

Satz 15.30 liefert die fast sichere Konvergenz gegen eine (f.s. endliche) §_.o-mefibare Zufallsvariable X_ .

In der Notation von §15.5.1 gilt F_o = ¥, also folgt mit Satz 15.31 und Beispiel 15.32 Y_, = ¢ P-f.s. mit einem
¢ € R. Da auBerdem Konvergenz in £' gilt, hat man EX, — EY_, also ¢ = p. O

15.5.3 Der Satz von Radon-Nikodym

Wir beschrénken uns auf “normierte” Mafle (WMafle). Der allgemeine Fall kann hieraus leicht hergeleitet werden.

Satz 15.34 Es sei (Q,%, P) ein WRaum und Q ein weiteres WMaB auf (Q,2) mit Q < P (Q wird von P
dominiert, d.h. P(A) = 0 = Q(A) = 0 VA € 2). Dann existiert eine 2A-mefibare Funktion f : @ — Ry mit
Q(A):= [ fdP VA €2 (In Worten: Q hat eine Dichte bzgl. P.)

A

Beweis: Wir bendtigen eine Hilfsaussage, die ganz dhnlich wie Lemma 15.25 bewiesen wird:
(*) Ve>030 >0VAeA: P(A)<d = Q(4)<e
Wir verwenden die Konstruktion aus Beispiel 15.9(ii):
T ist die Menge der (endlichen, meSbaren) Zerlegungen t = {Ai,...,An}, A1,..., A, € A, A;NA; = 0 fiir

i#5, UAi=% 8=0({Ar,...,A}), Xe =Y 24314, (Dichte von Q[5, bzgl. Pls,.)
i=1 i=1

Bereits bekannt: (X¢,8t)ter ist ein nicht-negatives Martingal. Jedes B € J: ist endliche disjunkte Vereinigung
von A;-Mengen, insbesondere

() [XdP= % 240P(ANB)= 5 Q(A)=Q(B).
B i:A;CB A;CB
Speziell: EpX; =1, [ X dP=Q(X:>C) VC>0.
X >C

Wir wollen nun zeigen, dafl {X; : ¢t € T'} gleichgradig integrierbar ist. Sei hierzu € > 0. Wahle § gemi8 (x) und
C > é~'. Dann gilt P(X; > C) < 2EpX; <4, also [ XidP=Q(X:>C)<e wegen (x).
X >C
Nach Satz 15.29 existiert nun eine §oo-mefibare Zufallsvariable X, mit
(3 * %) X: =FE[X|Ft] VteT.
Klar: §o C 2. Betrachte, zu gegebenem A € 2, die Zerlegung t = {A, A°}. Dies zeigt A C Foo, also A = Foo;
auflerdem folgt mit (+x) und (x x*x) Q(A) = [ X4dP = [ XoodP , also leistet f:= Xoo das Verlangte. O
A A

15.5.4 Verzweigungsprozesse

{Xn;j :n €N, j € N} unabhingige Ny-wertige Zufallsvariablen, py := P(Xn; = k) / ‘ \
fir k € No, n,5 €N . !

Interpretation: Xy,; ist die Anzahl der Nachkommen vom Mitglied j der Gene- ’
ration n. Der Verzweigungsproze (Zn)nen, wird rekursiv definiert durch

Zn . . . . . .
Zo = 1, Zn+1 = E Xn+1,k fﬁr n= 1,2,... /\ //\\
k=1

Anwendungen: iiberleben von Familiennahmen (19. Jh.)
Kernspaltung (20. Jh.)

feo]
Mittlere Familiengréfle p:=EXn; = > kpr < 0.
=

Mit welcher Wahrscheinleichkeit stirbt einosolcher Proze aus?
Klar: Z,, =0 = Zx =0 Vk>n

An = {Zn = 0}, gu = P(A,)

A, 1 A:={3n:Z, =0} (“ProzeB stirbt aus”)

gn T q:= P(A) Frage: ¢ =7
Der Fall pg = 0 liefert ¢ = 0, und wird nun ausgeschlossen.
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Wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion: Y sei eine Ny-wertige Zufallsvariable.
o0

Dann heifit g(t) := Et¥ = Y t* P(Y = k) die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion zu Y
k=0

(bzw. zur Verteilung von Y'.)
Man hat gx+v(t) = gx(t)gy (t), wenn X, Y unabhingig
g'(1) = EX etc.
Ziel: “Darstellung” der Aussterbewahrscheinlichkeit ¢ iiber die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion g(t) = 3 t"py,
der Nachkommenverteilung.

Lemma 15.35 Es sei g, die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion zu Z,.
Dann gilt g, =gogo...og (n-fache Hintereinanderschaltung)
Beweis: Z; = X11, die Behauptung gilt also fiir n = 1. Gilt sie fiir ein n € N, so folgt
i

z =) Y Xnt1,k o) j .
gnta1(t) = Bt7n+t = 57 Etk=1 L z.=j3y = 2 9(t) P(Zn = j) = gn(g(2)). O
j=0 ST—~—""—— j=o

Satz 15.36 Die Aussterbewahrscheinlickeit g ist die kleinste nicht-negative Losung der Gleichung g(t) = t.
Beweis: Sei wieder ¢, := P(Z, = 0). Mit Lemma 15.35 folgt ¢, = ¢2(0) = g(grn—1(0)) = 9(gn—1).

Da g auf [0, 1] stetig ist, liefert der Grenziibergang n — oo die Gleichung g = g(q).
Ist andererseits r irgendeine nicht-negative Lésung von g(t) = t, so folgt, da g schwach monoton wachsend ist,

71 =9(0) <g(r)=r
g2 =9g(q1) < g(r)=r,also go <r Vn €N und damit g < r. O

Korollar 15.37 Es sei po (= P(Xur =0)) > 0. Dann gilt: ¢=1 <= p<1.
Beweis: ¢"(t) = Y. prk(k—1)tF"2 >0 fir 0<t< 1. Also ist g auf [0, 1] konvex.
E=2

(Formaler Beweis: ~» Krengel)

Fall p >1 Fall p <1 O
Bei Modellen dieser Art ist die Suche nach zugehérigen Martingalen oft lohnend:
Setzt man §y, := 0{Z1,... ,Zn}, so erhilt man
Zq > k monotone &, k 15.5(ii)
BlZn118n] = E[) Xat1,|8n] = B[ (X2 Xnt1,5)1{z,=}|Sn] = >0 Bl(Y Xnt1,) 1z, =k} 18n] =
=1 k=1 j=1 Konvergenz 7 j=1 15.5(iii)
S k S . . .
> E(ZXR+1,j)1{Zn=k} = > kpliz, —ry = uZn, also ist (Yn,Tn)nen mit ‘ Yo i=p""Zy ‘ ein Martingal.
k=0 - k=0
Jj=1
———
kp

Mit Z, > 0 folgt E|Y,| = EY, = EY1 = EX11 = u, also ist das Martingal £'-beschrinkt und mit Satz 15.21 folgt:
Satz 15.38 Es gibt eine Zufallsvariable Y, mit awZn = Ze  P-fs.

Bei ¢ <1 hat man wegen P(Z, = 0) — ¢ =1 natiirlich Yo =0 P-fs.
Dies liefert ein Beispiel fiir ein Martingal, das fast sicher, aber nicht im Mittel konvergiert: EY, = p /4 0 = EY.
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